Axioma supliment matematic Nr.35

FORMULA LUI HERON DE-A LUNGUL VEACURILOR
MIRON OPREA

Heron din Alexandria, numit si Heron Mecanicul, de origine egipteand, a fost unul din
reprezentantii de seama ai celebrei Scoli din Alexandria. A trdit i a activat in perioada finelui
secolului I §i Inceputul secolului al II-lea d. Hr. El a scris lucriri de geometrie $i mecanicd, dintre care
cele mai importante sunt Me#rica (originalul ei a fost descoperit In 1869 la Constantinopol) si
Dioptra.

In Metrica, Heron di doud metode pentru calculul ariei unui triunghi cand i se cunosc

lungimile laturilor; prima se reduce la calculul unei iniltimi a triunghiului (folosind teorema lui
Pitagora generalizatd asa cum o intilnim in manualele scolare), iar a doua utilizeazi segmentele
determinate pe laturi de cercul Inscris in triunghi, ceea ce a condus la celebra formuld
o(AABC)= \/ p(p—a)p-b)p—c), rimasd in istorie, ca formula lui Heron. Frumusetea formulei, ca si

teorema lui Pitagora, a atras atentia multor matematicieni in decursul istoriei, astfel cd s-au dat mai
multe demonstratii chiar de catre matematicieni celebri ca Newton, Euler etc.

Mai mult, s-au cdutat formule analoage pentru patrulatere (numai patrulaterul inscriptibil
permite o formuld analoagd), pentru fefraedre (numai tetraedrele echifaciale si cele tridreptungbice
admit), ba chiar si pentru #riunghiurile sferice. Pe de alta parte, expresia o(AABC)a trezit ideca

determindrii triunghiurilor pentru care avem (a,b,c,a(A))e N*, asa numitele #iunghinri heronice,
declangand astfel o veritabild teorie geometricd pe care am putea-o numi ,geometrie heronica” . Unii
istorici al matematicii, au ajuns la concluzia cd formula lui de calcul a ariei unui triunghi, in functie
de laturile sale, a fost stabilitd de Arbimede, si de aceea ar trebui sa fie numitd formula lui Arhimede-
Heron.

in cele ce urmeazi vom incerca si prezentdm cititorului ,,cate ceva” din aceastid geometrie.
Dar mai intai, vom expune cateva demonstratii date in decursul istoriei, acestei celebre formule.

1. Demonstratii ale formulei Iui Heron
1. Demonstratia Iui Heron (sec. 1 d. Hr.)) Urmarim pe figura 1. Se prelungeste AC cu

lungimea CM=BE, astfel ca AM = p = atb+c , unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor AABC.

2
B Avem evident AM -OF =p-r=c(AABC)=S unde r este
Dy \E lungimea razei cercului inscris triunghiului. Perpendicularele in O
ok pe AO siin C pe AC se intilnesc in L, evident patrulaterul AOCL
-t este inscriptibil si deci ZAOC + ZALC =2dr.

1 Insi ZAOC + /BOE =2dr din care rezulti <ALC=<BOE si
triunghiurile dreptunghice ACL si BOE sunt asemenea.
Deci: & — g — & (*)

BE OE OB

De asemenca ACKL ~ AFOK (unde AC NOL ={K})
Deci: g:%:& (**)
OF FK OK
Din (*) §1 (* *) rezulti AC _ CK AC +CM _ CK + KF

— ==
CM  FK CM KL

AM _CF AM? AF -CF
sau — — = — & —

CM KF AM-CM AF-KF
AF-FK =OF* =

4

.Cum AAOK este dreptunghic, avem:
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2
AM”  _AF-CF Uimeazi ci AM?-OF2 =AM - AF -CM -CF sau

= 2
AM -CM OF
$*=o*(AABC)=p(p-a)p-b)p-c)
in incheiere, Heron calculeazd cu aceastd formuld, aria unui triunghi cu laturile 7, 8, 9,

gisind 12./5 = \/720.
2. Demonstratia a trei fragi arabi (Mohammed, Abmed si Albasan in sec. al IX-lea d. Hr.)

Urmirim pe figura 2.

Prelungim laturile BA cu AG=CF si BC cu CI=AF; avem
BG=BI=p. Ducem in G perpendiculara pe BA care
intdlneste bisectoarea BO in Q', astfel cd O'G =O’'l unde
I este piciorul perpendicularei duse din O" pe BC. Luim
pe AC, AH=AG si avem

O'C?2=0'1? +I1C? si O'A2 =0'G? + AG?; de unde
O'C*-Q'A’ =IC* - AG>.

Cum AH=AG=p-c;

CH =b—AH =b— AG = p—a=IC. Deducem cz:

O'C* —O'A’ =CH? — AH?ceea ce inseamni ci H este
piciorul perpendicularei coborate din Q' pe AC si deci

Fig. 2 o O'Aeste bisectoarea unghiului <GOH.

Pe de altd parte in patrulaterul inscriptibil GAHO',

avem < GAH+ <GO'H = 2dr si cum <GAH+ < BAH =2dr rezulti < GO'H =<BAH precum si
jumititile lor: < GO'A=< DAOQ. Se observi ci AAG O’ ~AADO; de unde

OD AD ; OD 0D’ op?

—= < 0D-O'G=AD-AG $t — - .Cum OD Ho'G , avem ci
AG OG O'G OD-O'G AD-AG

oD _BD_ OD' _BD
O'G BG AD-AG BG

Deci OD*-BG = AD-BD - AG <> OD?-BG* =BG-AD-BD - AG <
< $? =5%(AABC)= p(p-a)p-b)p—c)unde BG=p; AD=p-a; BD=p -b; AG=p-c.

3. O demonstratie clasicd (care apare in mai multe lucriri
ale matematicienilor din perioada sec. XII - XV, firi a putea fi
atribuitd unui autor concret).

Urmarim pe Figura 3.
Fie O'centrul cercului exinsctis triunghiului, corespunzitor
unghiului B, a cirui razi ester’, iar G, H, I punctele de contact
ale cercului cu laturile triunghiului. Avem mai intai
o(AABC)=p-r;apoi

o(AABC) = o(AO'AB)+ o(AO'BC) - o(AO'AC) = (c +a— b)% =(p-b)’

Prin inmulfirea acestor relatii obtinem: 5?(AABC)=p(p—b)-r-r"-
5
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Se observi ci AAGO'~ AADO; deci OD-O'G=r-r'= AD-AG =(p-a)p-c),
de unde rezulti S? = o'z(AABC)Z p(p —a)(p - b)(p _C)-

4. Demonstratia lui Newton ( din Aritmetica nniversald, 1707).

B Urmarim pe Figura 4.

¢ Fie P mijlocul lui AC. Purtim pe
AC, de o parte si de alta fatd de A
AJ=AK=c si la fel fatd de C,
CL=CM=a. Evident <JBK=90°,

. Fie BN L AC;avem

X T AB’-BC’=AN?-CN’=
(AN +CN )Y AN —CN).

AB?-BC? c’-b*
2AC 2b

Din PK =c-— E scidem PN si rezultd cd
2

De unde rezultd pp =

N 2 2e—b*—c?+a’ a’—(b—cf _(a+b-cla-b+c)_2p-cp-b)
2b 2b 2b b

Scazand NK din JK=2c, avem:
IN =2 2bc—b*—c’+a’ _(b+cf-a® _(b+c+a)b+c-a)_2p(p-a)
2b 2b 2b b

Cum AJBK este dreptunghic, putem scrie:
BN =N NK = /p(p-a)p-b)p-c) 5 s =o(arc)=""2N — [olp=afp-b)p—c)

Observatie: Din Fig. 4, observam cd

JM=2p; JL=c+b-a; KM=a+b-c; KL=c-b+a, de unde

MLy - KMCKL gy _VIM-JL-KL-KM
2b 2 2b

S = O'(AABC)Z %\/ IM -JL-KL-KM care exprimi aria triunghiului in functie de cele patru

si deci

N =

segmente de pe AC, formi pe cate a dat-o Newton.

5. Demonstratia lui Euler (1748 )
Urmarim pe Figura 5.
Coborand din A pe CO perpendiculara AJ care intalneste pe FO in K. Din figurd avem:

ZA0J = %LBAC +%LBCA =90° —%LABC =/BOD -

Se observi ci: AAJO ~ ABDODE :@ (*)
JO r

5 AACT ~ AAOK = AC _ AT,

OK JO
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Scazand (*) din (* *), avem ci
BD AC
r OK
BD-OK =BD-(FK —r)=BD-FK —BD-r; de unde
BD-FK=AC-r+BD-r=(BD+AC)r=p-r.

Pe de altd parte ACFO ~ AKAF

K CF R r—AF.CE s
AF r

BD-FK-r=AF-BD-CF.
Rezultici: p-r?=AF-BD-CF =(p-a)p-b)p-c)

Cc sau

A s*=p(p-a)p-b)p-c)-
Observatie: Fie AM (M € BC) mediana in AABC iar G =
baricentrul AABC. Dacd D este simetricul lui G fatd de M,
atunci se vede in figura 6, usor ci 30'(ABDG)=O‘(AABC).

Daci m, mp, m. sunt lungimile medianelor AABC, atunci

BD = %ma ; BG = Emb; BD = %mc iar semiperimetrul

M
* ABDG este E(m +my+m,).
3 a b c
. 5 Aplicand formula lui Heron ABDG, gisim ci
ig.

S :a(AABC):%\/(ma +m, +m )-m, +m, +m_ )m, —m, +m_)m, +m, —m,)

< BD-0OK = AC -r; Insd OK=FK-r, deci

IT Extinderi ale formulei Iui Heron
1. La patrulatere

Se cunoaste cd in comparatie cu triunghiurile, la patrulatere apare si  problema convexitatii.

Evident vom lua in consideratie numai patrulaterele convexe care sunt construibile (determinate)
cunoscand numai lungimile laturilor. in acest mod, de la
inceput excludem paralelogramul (evident si rombul), ca si
patratul §i dreptunghiul. Primul patrulater in vizor este
trapezul care e determinat (deci are arie) cunoscandu-i
laturile: a (baza micd), b ( baza mare) iar ¢ si d laturile
neparalele. In acest caz urmirind pe Figura 7, avem:

Fie AEHBC =c; evident AADE este bine determinat

cunoscandu-i laturile: ¢, d, b-a. Din AADE, aplicand
(b—a) +d*-c*
2d(b-a)

teorema cosinusurilor, gasim gog[) =
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Dec sin - oo p - 120 baf fo-avar o] o,

2d(b-a)
Jc+d+a-bfc+d-a+b)a-b+c-dfa-b-c+d) formula

a+b
4b-a)

care nu imbracd intocmai haina formulei lui Heron. In caz cd c=d (trapez isoscel) avem:

o(ABCD) =

a(ABCD):Alz;r_ba)\/(a—b+20)(—a+b+20)(b—a)(b—a)
— G(ABCD)z azb (a—b+ ZC)(— a+b+ 2C) care aparent nu are o ,,formd Heron”.

Sa calculdm acum aria unui patrulater inscriptibil care e bine determinat de lungimile laturilor.
Fie patrulaterul inscriptibil ABCD (deci suma masurilor unghiurilor este 180 cu lungimile
laturilor a, b, ¢, d. Aplicind teorema cosinusurilor triunghiurilor ABD si BCD pentru diagonala
DB si egaland cele doud expresii avem:

a’+d?—2adcos A=b® +c? +2bccosA  (cici cosC =- cosA) deducem
cosA:<a2+d2)_(b2+C2) far :
2(bc +ad)
1+C05A=(a+d)2_(b_c)2=(a+d+c_b)(a+d+b_c)
2(bc +ad) 2(bc +ad)
1_COSA:(b+c)2—(a—d)2:(—a+b+c+d)(a+b+c—d).
2(bc +ad) 2(bc +ad)

Daci notim 2p=a+b+c+d, atunci rezulti imediat ci —a+b+c+d:2(p—a);
a-b+c+d=2(p-b); a+b-c+d=2(p—c)sia+b+c—d=2(p-d) iar

COSAZ\/HcosA:\/(p—b)(p—c); sinA_ [(=ap-d) § geci
2 2 bc +ad 2 bc+ad

sinA= Zsinécosé: 2(p—a)p-b)p-cXp-d) . Deci:
2 2 bc +ad

o(ABCD)=o(ABD)+ o(BCD) = %[ad sin A+bcsin(180° — A)|=

= M(ad +bc)= \/(p — a)( p— b)(p _ C)(p —d ), care reprezintd formula lui Heron pentru
2

patrulatere inscriptibile .

Se observd imediat cd daci c=d si AB”CD ( cazul trapezului isoscel care este totdeauna

inscriptibil) formula gisitd pentru acesta, este un caz particular al formulei de mai sus.

2. La tetraedre
Considerdm tetraedrul ABCD cu lungimile muchiilor BC=a; CA=b; AB=c; DA=1; DB=m;
DC=n, in [1] se demonstreaza relatia care exprima volumul tetraedrului:
144V 2 =(—a2 +b*+c? -1 +m? +n2)azl2 +(a2 —b?+c¢’-m? +n2})2m2 +
+(a2 +b? —c?+17+m? —nz):zn2 —(azbzc2 +a’m’n? +b%°n’ +czlzm2)
care nu are o ,,forma heronicd” in sensul celei de la triunghi.

8
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Daci considerdm tetraedrul tridreptunghic OABC cu OA_L OB L OCsi cu BC=a; CA =b;
AB= ¢; OA=p; OB=q; OC=r ca in Figura 8, atunci
v =%<:>36V2 =p>-q°-r*
Cum p?+q2=c% g’ +r?=a? p?+r2=b?
rezultd imediat, notand M —g?ci:

2
2, 12, A2
—a“+b+c
2 _ —s2_a?
2
2 W2 2
a“-b“+c .
qzzizsz_bz si
2
2 2 2
. rzzwzsz_cz,l)eci
Fig. 8 2

V= % \/(52 —a? XSZ — bZXSZ — CZ), ,» formula lui Heron” pentru tetraedru tridreptunghic.

In cazul fetraedrului echifacial (tetracdrul cu muchiile opuse congruente) cu toate cele patru fete
egale cu triunghiul ce are ca laturi a, b, c. Se observd cid acest tetraedru se obtine din divizarea
D' c paralelipipedului dreptunghic cu muchiile de lungimi p,

— & g, r prin plane asa cum se vede in Figura 9.
- i Paralelipipedul ABCDA'B'C'D’ se descompune in
/ >// patru  fefraedre tridreptunghice, luand varfurile Intr-un
S \\ \ anumit mod. De exemplu, dacd luim varfurile in
~ AC,B,D' (diametral opuse) avem urmditoarea

/ P———— descompunere: AA'BD; C.BDC'; B.BA'C’; D'.DA'C’

o . (‘patru setraedre tridreptunghice egale, avind fiecare volumul

Fig. 8 egal cu %p‘q-r) si tetraedrul echifacial ACB'D’ (cele

patru  fete sunt triunghiuri egale cu laturile
a=p*+q°; b=y +r2; c=p2+r’).

4 1
Viaceo) = Viasconeco) ~ 4V (aep) = P- G- T 5 p-q-r= 3 p-q-r

Cu notatiile de mai Inainte, rezulta ca:

V(ACB’D’) = %\/(S2 -a? XSZ - bzxsz - cz)

care reprezinti ,,formula lui Heron” pentru tetraedre echifaciale.
Aceste aga zise formule Heron, se pot extinde pentru zetraedre n-dreptunghice si n-echifaciale din R,
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O mdrturisire din experienta mea didacticd
GRATIELA CALCAN

De cite ori am predat teorema lui Pythagora, stiind din Istoria matematicii ci i s-au dat peste
500 de demonstratii mi-am pus problema si caut (evident din cele date) pe cea mai ,,seurta”. Sper
cd am gisit-o, si de aceea ma bucur sd o fac cunoscutd si cititorilor revistei Axioma.
Fie AABC cu m(£A) =90 ca in figura aliturati;
A cercul cu centrul in C si razd CA, taie dreapta BC in M si
N. Scriind puterea punctului B fati de cerc, avem:
B BA”=BM -BN = (BC - AC)BC + AC)=BC’ - AC®
Deci  AB?+ AC?=BC?
Observatie: 1) Aceasti demonstratic a fost datd in
1821 intr-un manual de geometrie al cdrui autor se
numeste J.J. Hoffman.
2) Prof. Gh. Criciun, in urma citirii acestei marturisiri a mea, precum si a articolului prof. M.
Oprea de mai inainte, afirmi pur si simplu, cd

daci se aplicd formula lui Heron pentru triunghiul isoscel de mai jos a cirui arie este ab, se

obtine teorema lui Pythagora : a® +b? =¢®. Ramane de cercetat (Iisim pe seama cititorului)
dacd nu cumva formula lui Heron ascunde (cuprinde) in ea deja teorema lui Pythagora.
Lisam cititorul plicerea de a constata cele semnalate de profesorul Gh. Criciun.

¢ a[\

b b
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