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Clasa a 1X-a
Fie numerele reale pozitive a,, a,,...a,, astfel incat

4 4 4 4 .
a+a,=4a,+a, =§,a3+a4 =§,a4+a5 =7,..., A, +ay, =§ si

A=LT% BT, 8T8 %% Demonstrag ci VA >19.
a1a2 aZaS a3a4 a19a20
Prof. Nicolae Radu, Ploiesti

11 .
Solutie: Folosind c3 pentru numere pozitive X,y avem: (X+y) [— + —] >4, atunci:
Xy

Az[i+iJ+(i+iJ+...+(i+i]2
al a2 a2 aS a19 a20
4 4 4
> + +..+
a1+a2 a2+a3 a19+aZO

§i cum inegalitatea este strictd (altfel toate numerele ar fi egale, imposibil) rezultd JA>19.

=1+3+..37=19°

Rezolvagi ecuagia | x* —4x+4 | =[-2x" +8x—6].
Prof. Petre Nichild si prof. Catilin Nachild, Ploiegti
Solutie: Notim k = [Xz —4x+ 4] e si
(D:k<x®—4x+4<k+1,
(2):k<—2x*+8x—6<k+1

keZ
Adunidm la (2), (1) inmultiticu 2 =3k <2<3k+3= —%< k S%:k =0.

Din (1) : 0<(x-2)" <1, 0§—2(x—2)2+2<1<:>%<(x—2)2<1, deci
XE(LZ—%JU(Z+%,3].

Fie ABCDEF un hexagon convex oarecare, G,,G,centrele de greutate ale
AACE, ABDF,H, ,H, ortocentrele AACE, ABDF si G punctul din planul hexagonului
cu proprietatea ca GA+GB+GC +GD +GE +GF =0.

a) Aritati cd G,A+G,C+GE =0.

b) Aritati ci G,G si G,G sunt vectori coliniari.
1
¢) Daci hexagonul are toate varfurile pe un cerc aritati ci G,G = ry HH,.

Prof. Gabriela Leu, Sinaia
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Soluie: Fie P un pol in plan. Scriem toti vectorii de forma PT =T.Cum G,, G, sunt centre
de greutate ale AACE, ABDF avem 3G, = A+C+E (a)),3G, =B+D+F, iar din relatia

GA+GB+GC +GD+GE +GF =0 =
= A-G+B-G+C-G+D-G+E-G+F-G=0=>
6G=A+B+C+D+E+F = . Deci

3(G,G+G,G)=3G-3G, +3G 3G, =6G - (A+C +E)—(B+D+F) =0 deunde
rezultd b).

Din relagiile lui Sylvester OH, = OB + OD + OF , OH, = OA+OC + OE , unde O este
centrul cercului. Deci H, =B+ D+F -20, H, = A+C+ E-20, scidem relatiile si bnem

HH,=A+B+C+D+E+F-2(A+C+E)=6G-6G, =6G,G de unde rezulti c).

Fie triunghiul ABC, M mijlocul lui [BC], D (AB), E &(AC), DE N AM = {N}. Aritagi
ci: a) daci N este mijlocul lui [ DE] atunci vectorii DE si BC sunt coliniari.

b) daca N este mijlocul lui [AM ] si 2DB = 3DA, atunci vectorii ME si BN sunt
coliniari.
Prof. Claudiu Militaru

Solutie: Considerim punctul A drept pol (i scriem vectorii de forma AT =T . Avem:

BrC N =(1-K)D+kE, k (0.1).

D=aB,E=fC,a,Be(01), M =

D+E aB+pC

a) daca N este mijlocul lui [DE], N = si cum N si M sunt vectori

2
a B
coliniari rezulti %:%:a:p: DE =(C-B) si BC=C-B sunt coliniari

(proporgionali).
b) daci N este mijlocul lui [AM] si 2DB=3DA, rezultici N = M? =§. De aici

M= (1—k)§B+kﬂC :%B+%C = (1—k)EB+kﬁC si cum B si C sunt vectori

necoliniati rezultd %=(1 k)E 1—kﬂ deci k =3 §I yij —%
Acum ME =E-M =EC—B+C =—lB+1C, iar BN =N—-B= M—B=—§B+£C
2 2 6 2 4 4
11
si cum —§=% rezulti ci vectorii ME si BN sunt coliniari
4 4
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Clasa a X-a

1.
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Demonstragi inegalitatea log, (1+a+b)-log,(1+b+c)-log,(1+c+a) <1, Stind ci

a,b,c>0si a+b+c=3.
Prof. Mihaiela Doinaru, Sinaia
Solutie: Aplicim de doud ori inegalitatea mediilor:

log,(1+a+b)-log,(1+b+c)-log,(1+c+a) <

[Iogg(l+a+b)+Iogg(1+b+c)+Iogg(1+c+a)j3 ~
: -

_ (Iogg(l+ a+b)l+b+c)l+c+ a)jg .

3

Rezolvati ecuaia: X+4/2"(X+1) =+/X+1.

Prof. Gabriel Necula, Plopeni
Solutie: 2. X = —1 nu e solutie si impartim cu VX+1 = /x+1— L 2 =1,

Vx+1
Functia f din stinga egalittii este suma a 3 funcii strict crescitoare (VX +1 e strict
1 . 1 . .
crescitoare, e strict descrescitoate, ———= e strict crescitoare). Deci f este
Vx+1 Vx+1
injectiva.

inj.
Ecuatia devine f(x)=f(0)<x=0.

Fie nun numir intreg.
a) Daca r este restul impartirii lui n® a9, aritatici I € {0, 1 8} .

b) Demonstrati ci [3/9n +1} = [3/9n + 7} , unde [X] reprezintd partea intreagd

a numarului real X.
Prof. Cezar Apostolescu, Ploie(ti

Soluie: a) Considerdm resturile lui n la impdrtirea cu 9: {0,1, 2,3,4,5,6, 7,8} si obtinem
resturile lui n* la impartirea cu 9 ca resturile impargirii numerelor
{0°.1°,2°,3°,4°,5°,6°, 7°,8°} 1a 9, adicx {0,1,8} .

b) Presupunem prin absurd ci [3/9n +1} # [3/9]’1 + 7} sicum YN +1<YIN+7 rezultd

ci existi k € Z astfel incdt YIN+1<k <¥Y9n+7 < 9In+1<k’<9n+7, deci k* dila
impdrtirea cu 9 unul din resturile: 2, 3, 4, 5, 6, 7 n contradictie cu a).

Fie (z,)

un sir de numere complexe de acelasi modul, cu proprietatea cid
n>1
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ZE =2, ,Z,, Vk>2. Stind ci cel putin trei termeni ai sirului sunt numere reale, aratati
cd multimea termenilor sirului este finitd.

Gazeta Matematica 2009
. L Ln Z, 4 ot : k-1 y
Solutie: Cum ——=—=,Vk>22=>—==—=.. = t,deci z, =zt"", vk > 2. Daci
Lo 4 L 7
numerele au modulul r =0 sirul este constant, altfel cele trei numere reale din sir sunt
din multimea {r, —r} , deci doud dintre ele vor fi egale, sd zicem
z,=2,,m>n=>t""=1.

Atunci termenii sirului fac parte din mulgimea finitx {z,, zt, z,t*, ..., z,t" "}

Clasa a XI-a

1, Fiesirul (x,)  definitprin x >0, X + X, +...+ X, =

S4 se calculeze lim nzxf .
n—w
Gazeta Matematici 4/ 2009

Solutie: Din ipotezd X, >0, ¥n2>1 si cum
X, + Xy ook X <X A Xy +ok X+ X

1 1
<

=

n+1

rezultd c sirul (Xn )n>2 este descrescitor, iar din teorema Weierstrass
X X B

n+1 n+2

este convergent. Notim cu L limita sa, presupunem prin absurd ¢ L # O si avem

1 R
NLSX +X, +...+ X, =——=—=, = 0<X,,; <—— trecem la limiti i obginem

212
Xn+1 nL
. . . . ~ (D
L =0, contradictie, deci L =0 . Acum aplicim teorema Stolz-Cesaro in cazul —:
o0
2 2
. . n n+1-n
lim n?x® =| lim —| = | lim
n— o n— o 1 n— o ’ ’
3
X n n+1

" (X Xy et xn)3 —(X + Xy ot XM)3
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2
1
=|lim 5 =
['”“°3(x1 Xy ot Xy ) Xy F3(X X et X)X+ xﬁ]

2
lim——m 1
no= 34 3x \/7+x 9

Fie sirul (@, ), _, cu proprietitile:
a)a,>0,vneN.
b) a’,-a>=27+2a

Sid se arate cd lima, =3.

n—o

'aﬁ,VneN.

n+1 n+1

Prof. Octavian Purcaru, Ploiesti

a) /
Solutie: Dinb) a2, —2a, , —Z—Z =0=a,,, =1+ 1+2—Z deunde a,,, > 2 si
a, a

a,., =1+\/1+22—7 <1+\/1+2747<4, deci a, €(2,4),Vn>2.

n+1

‘,/a T27- Za‘
|2, 3= /1+——
a; a, y
Avem 3( 3) . Daci
a +
a, -3 k =la, —3|b,
o ez
€(2,3]=b, < 38+3) =a<l,daci a,€[3,4)=b, < 3(4+3)

_— —r _<a,
! 2(\/4+27 +4) ! 3(\/9+27+6)<
deci |a,,, -3/ <|a, —3a, Vn=2=[a, -3 <|a, —3|a"? si din criteriul majoritii, pentru

ciae(0,1)= lima"?=0,avem lima, =3.

n—o n—w

Pentru fiecare numar natural considerdm matricea de ordinul 3:

] ]
A = Z[M] Z[M] Z[M] . Si se arate ci existi K € N astfel incat
7] S]]

vnxk,ne N, matricea A, nu este inversabili (am notat cu [a] partea intreagd a lui a).
Prof. Emil Vasile, Ploiesti
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. 8 8

Solutie: Alegem K =100 sipentru n>k =+/n+9—-+/n+1= NN TR 1,
adica multmea {[m], - [m ]} are cel mult doui elemente, deci cele 9 numere
din matrice nu pot lua decat valoarea Z[M} =a, eventual 2[\/m}+1 =b. Daci

a a a a a a
A =la a a|=>detA =0,daci A,=|a a a|=>detA =0,daci

a a a a ab

a a a ab b
A =la a a|=>detA =0,.,daci A, =|b b b|=detA =0 (2liniisau 2

a b b b b b

coloane egale). Deci A, nu este inversabili.

a &b

3 9 "
J,a,b,geC,Bz ]§inEN.
a 4 3

Se considerd matricele A= (

a) S4 se demonstreze ci:

(a+b8)n +(a—b8)n (a+b8)n —(a—bg)n

g
An = n 2 n n2 n
(a+b8) —(a—bg) (a+b8) +(a—b8)
2¢ 2
b) Si se calculeze B".
c) Si se rezolve in M, (C) ecuatia X" =B.
Prof. Cezar Apostolescu, Ploiesti
Soluie: a) Aritim prin inductie dupa n =1 ci
n(l ¢ n 1 =& n n
a+b a-b a+b a-b
Anzg 1 +Q 1 =( ) C+( ?) D folosind ci
2 -1 2 -— 1 2 2
g g
C?=2C,D*=2D,CD=DC =0,.
a+b a-b
n=1. A=( 8)C+( 8)D,adevérat.

n—n+1(n>1). Avem

A A <a+2be> C+<a—2be> D][@*-Zbg)m(a—z“)D]:

n+l n+l
=(a+b8) C+(a—b8) D
2 2
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9"+(-3)" 9"—(-3)" 3
b) Pentru a=3,b=4,¢ = E din a) rezulti B" = 2 2 2
2 e}
3 2

¢) X{X"=B=X""=XB, X" =B|X = X"" =BX deci XB=BX .Daci

a b a b)3 9 3 9Ya b 9 .
avem = =b=—-c,d=a deci
c d c d)i4 3 4 3)\c d 4

2
X =(a ¢ CJ,(‘::E si din a) rezultd
c a 2
(a+ce)' +(a-ce)' (a+ce) —(a-ce)
5 5 £l |(a+ce) +(a-ce) =6
Xn - ! n n <
(a+ce)’ —(a-ce)” (a+ce) +(a-ce) (a+ce) —(a—ce) =12
2¢ 2
a+3c=u a=dtv
n :9 —C= = —
(a+Cg?1 = 2 & 2 ,unde u" =9,v"=-3 u,veC.
(a-ce) =3 14 Jcoy  |c=U2VY
3
Clasa a XIl-a
(xz—l)dx
L Calcula: a) 1= ,xe(0, ).

XXt +2X° + X0 +2x+1
Prof. Gabriel Necula, Plopeni

9x® +9mx? + (18 + 2m?)x +6m

( - )n dx,x>0,m>0,neN,n>3.
3X“+2mx+5

b) 1, = |

Prof. Mihaiela Doinaru, Sinaia

(l—lzjdx (x+1) dx (x+1+1j dx
X X _I X 3

Il:j , 2 1 I 1\ 1 1 2
\/X +2X+1+;+? \/(x+j +2(x+}+1—2 \/[x++1] -2
X X X

+C.

Solutie: Q)

2
=In x+1+1+ (x+1+1) -2

X X
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(3x2 +2mx+5)(3x+m)+3x+m
b) 1, = 8 dx =
(3x2+2mx+5)

) '
(3x +2mx+5 X+J. 3x +2mx+5) o |=

3x2 +2mx+ 5)n

1
=§I
1 1 1 1

- 2(2—n) (3x2 +2mx + 5)”72 " 2(1-n) (3x2 +2mx +5)

Se consideri sirurile:

(3x +2mx+5

+C.

n-1

dx, unde a>0, fixat,
2a—X

a a
. 2a+X . 2a+X

= Ismznx~ln—dx si K, =Ism2 nx-In

A 2a-X 5

neN".
a) Sisearatecd liml =0.
n—w

b) Si se calculeze limK .

n—o
Prof. Octavian Purcaru, Ploiesti
Solutie: a)

I —_[sm nx- In—dx = —J'sm ny - In—dy jsm ny - In(zaﬂ/J dy =—
Ty 2a-y

deunde I, =0=1liml =0.

n—oo
) K, Ism nx- In de=lj(1—0052nx)~ln 2a+de:
2a—X 25 2a—X
—Iln 2a+de——jcosan~In Za+de
2a—X 0 2a—X

): iln §Z+:dx=j[(2a+x)'In(2a+x)+(2a—x)'|n(2a—x)]dx=

0 - 0

[(2a+x)In(2a+x) +(2a-x)In(2a—X)]|s =
=3aln3a+alna-2aln2a-2aln2a=a(3In3-4In2)

2a+X
2a—X

2a+Xx

dx =
2a—Xx

). jcosan-In dx=2—1n.([(sin 2nx)'.ln

=isin2nxlnMg——ij(sinan).[ 1 1 de
2n 2a—X 2ny 2a+Xx 2a-x

=isin2na-ln3—i Md - de iar ism2na In3—>0
2n 2ny 2a+X 2ny 2n
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1 sm 2nx 1 tsin 2nx 1% 3o
j — —j =—In——>0 si
2n|y 2a+x 2n0 2a+x 2ny 2a+x 2
J-sm2nx i sm2nxdx<_ x=—|n2—>0
2nf{ 2a—x 2ny|2a—-x 2ny 2a—-x 2n

Din (1) si (2) rezultd ca I|m K, = a(3|n3 4In2).

Fie A un inel cu proprictatea c¢i daci Xe A si x> =0, atunci x=0. Fie a,b,ce A,
astfel incat a=ab,b=bc,c=ca.Siscarateci a=b=c.

Gazeta Matematici 9/ 2008
Solutie: a* = aa = abab = abcab = abcbh =abb=ab=a,
b? = bb =bcbc = bcabc = bcac =bcc=bc =b si ba=bca=bc=b deci
(a-b)’> =(a-b)(a-b)=a*+b*-ab-ba=a’+b*-a-b=0=a=b.
Analog b=c .

Pe R se defineste legea de compozitie xoy =xy—ax—ay+a’+a,aeR.

a) Determinagi o, R pentru care intervalul [a, B] este parte stabili in
raport cu legea si pentru care B —o este maxim.

b) Pentru «, B determinati la punctul a), aflati multimile H = [e, B] astfel incét
(H,°) grup.

Prof. Claudiu Militaru, Ploiesti

Solutie: @) Consideram f :[a, [3] - [a -a, - a], f(x)=x-a,avemf bijectivi si
f(xey)=T(X)- f(y), VX, ye [a, /3] Daci intervalul [a, /3] este parte stabild in raport
cu legea "o, atunci intervalul [a —a, B —a] este parte stabili in raport cu inmulgrea.
Daci, prin absurd, existi t € [a -a,f —a], |t| >1=>t"e [a -a,p —a], vneN* in
contradictie cu faptul ci Ll_rg|t|" =, Deci [ —a, B—a]=[-11] sicum [-1,1] este
parte stabild In raport cu inmultirea rezult c4 intervalul [a, [3] = [a -l a +1] este parte
stabili in raport cu legea ” 0 ” pentru care f —a este maxim.
b) (H, ) este grup < (f(H),-) este grup. Daci
Oe f(H)= f(H)={0}=H ={a},daci O¢ f(H) atunci elementul neutru este 1 i

Axe f(H),|x|<1 (altfel %e f(H),‘% >1). Deci f(H) poate fi {1} sau {1, -1}.Tn

concluzieH e {{a}, {a+1},{a+1a-1}}.



