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Evol uSia noSiunilor de variabil

NoSiunile deievtau i api t dwdinwitie, dad>alitei{SDescartes, Newton sau
Leibnitz.

Predecesorilau fostEd o x e, Ar hi mede, iGagvaddri,Roberas, ptecuaiir
crtri reprezintt diferite tr epdrausiamun galt caliagas u | C
dezx ol t area matematicii prin @apari Sia noSiunilor

Prin i ntr od uumienatensaticatceeesdé datr u dniouSl mbt r i midliourt cnoen s
rimilor wvariabile. Ap ar iieSeasta rezulatglitrangimtl roisloadrieia Ivea r
istorice prin care trece lumea llaceputul sec. XVIHlea.

Tr ei fapt e indapanerubtehbicau deermiBap uner ea K unorm@z ol v
probl eme de matematict f abr irctazrbeoaa i cece aksi o-rdnei zcve
g &b Acestefat e au i mpus nse bcapeade problamminegdteode stusliil materiei
in mikcare, problemeceauondus | a introducereanoSiunilor d

Primular e a introdusuheamdéeewmati abi hbSa fost D
AGeomet rDeasoc art es pia(l)ae+by €c=ddincalea neic ma$ pexwynsi de
necunoscut e, ci fretrriitrei vcadrog iipoatst Ified ed nme it f iex alt:

pexkiycadout mbr i mi viaa i @b) | eepriani reluad&l ¢edeatbr i
le.
pt MKiyscubtnt consi derate mbr i mii tcuaree sdad giund cual

Fa

st udi tei(l).&aonilal$y depind de valorile ce le |. Spunemcg e s t e ie den. hacaea

sttt fornpalajruensnu nsst "n ti mpul I ui Descartes
Termenulidé dsduecSnt©lnit prima datt in 1692

dreaptt variabil |l egat de o anumitt curbt.
Jacques Bernoulli 1l foloste in 1694 tot cu acest sens. In 1718 an Ber noul | i dt

incarefuciSa este prprcesatt aoniaa besetcet O0A e xupmoeBod @ c o n.
recare cu ajutorul unei variabile numeric i ndependent é . eAdeasptrte | diaafti
XVilldeCl ai raut, D6OAl embert, Eul er .

In1748,Eulerprez e azt cti eA d@ fourccaht i t ate variabiltbt
intrun mod oarecar e va@airn adddudoreetkte iccaand rnddadtmdt tek D .

In1755,totEulepr eci zeazt A ioaBoadk, depinddealteleastht i ptiSn var
ulti meld osumxt supus,e atnwmciscmn imbdalre dee cel mé¢ aad t £
este acelacarafc e pr eci zar eiae ceasthay mrdxer duinec Sanal i tic

Lacr odefiadri & Or i ce mt r iidepend de ura sac Hermaiu | val mbr i mi
numektiee fduenca&Scest ea din ur mko.

in1822Fourier dt diefiMae Sémne aide Fuonfcdhd Scdodet nar i

valori date supuse sau nu unei legi genatiaderes p u n z tuturoraaloglorx ki care sunt cuprise
intre zeroki O mbri nmxke o oBokQaaclye "~ K i adacacpmneéci baSea 1
fueaevdh d idei asembnkttoare cu ale [ ui Lobacevski
Cn 1834, LobacAv€kigdhestlekiehi iS®ieedlexyh mpuimhr f
care se dixwewtre bneperceautrebmcaul 6 aireeia pfouantceS foi dat
exprese anal it ioctc,oddiiempe iddt run mi j | o ckdelaealege udue r c e
din ele, fie in sfadt poate exist&i r £t mOne necunoscut to.
In1837,.Di ri chl et dt ieyfrorerttoenr eemr e |y Shie apreiem e
nea de faanfk Si k®wddgpulie uy unic, finit, atunciys € n u meie tdex Inf un c ¢
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acest interval; cu aceastanue necesgr'cam acest i nt exdwalt sikc eckaxiindte
obigat oriu st se prezinteidemanedenafacexpri mat it |
Pentru a se ajunge | a def ido uSh imnmogdrtadreo areim ¢ a
portanSéa lawc ratktlleecaukitrécat scest @erVolterregl care a introdus cores
ponaédendBur be | a numere KiilgmmeespondenSa de | a f
Aceste lucrtbri a Gn fnoorSmautniemr idneand supalchSt pubrott-a ad au
stituit-o  a fa aalcuiul@i vectorial unde s folosit corespo d @ difgre numere si vectori.
Defini Sia func$Siei dani o nawo rmad p cersdt een Slte g anttir ed
anumie expresii algebrice bine determinate, ea constituind inkatielp ogenea | i zar e Ki 0
a d ailbridatei d& Lobacevski si Dirichlet.



RELAS | |

1.1. Defini $Sii. Exempl e
Prinr e | gaGrelatiolin Se |l e g e nmnedntreedementee unei (unor-) mul
re sau “ntre muloSmenir iacreb,i tvreacrteo, r if,iagpuorolip ®mmHDIS i i

sau se O®OOUul pruptrenunsS.

Defini Si e: D&cmeAnesi dbp owilce submuAlx@i me |
formatt din acel eg) parechac cadewht @t { x otoaetau mi t #
mul Si mea pAxrAesdinwmedtuea rel a$Sie binart.

Dact el eyleAstuenlte axs,oc ijBEAXA, c & diyE i asP sceex) y (citit
"X estejcwn y'e)l.aSDyate hoyersel arfniia ygunt nompackile x K

prinj. Ne@y)$ijsescrixpy(citit "x nu este "n relaSie c

O r ejlpacSaitee exi st a, de asemenea, "Aktir eBdakcémes
pot forma perechi ordonate (X, y) gu AK il Byast f el “nc©t x syprinintere pus
mediul luiy .

Exemple reldvdiza bdd it ate definittkt pe mmaleli§n me a
definitkt pe mupBameapdeepmekdr r doblarig:i¢i(ihegalitateap r e z
nestri<c(ndggrp!| Ki at edie fsitmriitce Lp merdomudal&li -m= éegalitatea),*

(cogr ue A $naodin) (congrueh$apmaocd El(eciApen),Y (impl i ca$i a
U(echivalenSa) etc.

ContraexempleAe | a Si a" (glietenie)nu udsre destul de bine d
nu Ktim dact dout pefpseterehedeant aseaastmna numr adi
mu |l S$i meraamenilor. u r

Teoria relaSiilor a fost 1ini Si &y taydfeo sAt. preo
de L. Wittgenstein (1922)

Def i mMbiaZite :A K B sunt dout mul Si mi nevi de,
funcSional tordec el £A48dlJa eBgjyre orice el ement din
cu un singur el ement din a doua mul Si me.

Exemplu pentr uA=fl\23}SB=r{+l,0,E3,4}K i pr oper Pxe88tpartiena r el a
} = {(X!y) | y= 2X - 3! Xl A! yl B} = {(1! '1)’ (2!1)! (313)}

ObserwWafce: funcSie de onavratr,i adbarl £n uwe sdrei coe rre
funcSie (de o variabilt).

Exemplu pentruA ={2,3}, B={4,5,6}ki proprietatea " xJ =24, de i
(2,6),(36)})care nu est e f utu28inlestd abariatatateuc @t edidia B)e n



Defini Sie: Se numekte rel aSie Dbi naechidenw mer i
mere.
Orired rel aSii bi nar egraficul enemume leculigeosatric @ puactee a s

lor din plan al elemeched e de){@(,@))iﬁ\aﬁbey}sunt

O relaSie binart numem in@t te dtee gdeadii cud meliet de
CandA={a,a,.,8 este mul Si me fi ni tjtpeA ppnir-uretablour e p r ¢

(matrce) cunl i nhéolkdane "~ n care mar citcucoloana j % ktarul ¢andt e r s

(4,3 este "n graficul rel aSi ei acesktabloug in coAtiGuare, " n

matrice caracteristict.

Defini Si e: Datt o relaSie binart } “nt-re mt
vers byt prin xri'ty= yp x, numitk ki transpusa relaSiei |
Exemple r el aSia de inegalitate sdaQiiatdewmeacadal d

not Eisda e i nvEets.t pentru
Graficele rejlkaaSsuhorsnmmerice faSt de pri ma

anortogonakOy.. Est e posibil ca inversa unei relaSii
Inversareare@i i | or bi nar(le'l)'les.te i nvol uti vi:

Defini Sii: O relaSie binart J pe mul Simea A
-refl exi vk dact orAeset eel’emmernet!l &gl AnuckuSierdi i” nsuKk
Rel addanitt pe mul Simea finitkt A este refl exi\
matricei caracteristice este marcatt cu si mbol
Orel aSie binartl Adastetincatxyxaeenexmest e x.el aSie ir

-simetrict dacybAdinxijgraezyjatrt f i x,

Rel aQlied initt pe mul Simea finitkt A este simetr
smetrict faSt de diagonala principalt.

O rel aSiperptirnuardalhAa etxfieslt t° kg8, xsg mnyymearatre yr e
trict.

-tranzitivi da czbAastfeliincé ding) yary) frie zxu,j zt v,

Rel aSia binart | A kA dstfeluincatxa) rye iy g % das X pkz, s»e, nyu,me K t

relaSie intranzitivtdt.
-anti si meoricare@fix,glaAcdki n x } vy Ki 'y } X rezultt x

Exemple de relaSii

-reflexive r el aSiil e desem'n’a(mednpdr,EnﬂIlSU mbolurile: =,
- ireflexive:r e | affal &, (ayb), (b a)} defini t £ p e Am{albj(devaregdy b);r el aSi i |
notate:, ; 4;

- simetrice r elea Scioan g r u e n S etriae, epalitgtear paralelismulgperpentiictatea,
echivd enSa k. a. ;

-asimetrice r @3 {el3)i(22),(3,3)(1,2)}def i ni t £ A=dl2@Buirtr&catm)a )} ~nst
2,11 r;r el a&dparlesn edh St incluziune K. a.

- tranzitive r e lea Q@isielme ndar e, apger, alielcilum,i uengeal iitmpl i ca$



- intranzitive rel aSi a datergd raaqfe Bd22% (B,.B)a(t,3),1(3,2)Hefini t £ p-e mul
meaA={1,23}( f i i(h3kcfR,2)apar Sjidar(ll2nuapar Sy )ne | ui
-antisimetrice r el aSi a de inegalitate nestrictt, rela

1.2. Compatibilitatea cu o | ege de com

O relaSie binédester gl a8i enud EmmaErtadki Ico mpterzi Se g
nitpeA,dact rel aS$Sii lpel ixchy ) (o yE )xyx,y,dyA. i m

Exemplu: rel a$d ap @set ei nceognaplaittiabtié :bACx @yt dunar e
Y x+y¢tx 6 +y 6.

O rel aSie binahtester gl apfempmad li l@ggearddea co mpozi Si e
AbpeA avOnd oper aWodact nxenud Simgueid ek’ ), oricare ar fi
wi UKi IXA. x 0

Exemplu: relaSia de div-oznbdketeamenat-fpmotuno
corp comutativ Knenutl &§i ¢ @ mf apointmioddot: ac u Kk

flgy k@K gf.g KiX]).

1.3. Rela$Sii de echivalenSt

Defi BieSineimekt e r el a$aequivdlens,-stis (aaquus legalfl, $dlens] | at .
-ntis "valoros, puternic")] , ori ce o ttreel@meen tkeil rearutn e i roard eSte mi /
reflexi v, simetrickt Ki tranzitivt.
De multe ori, o relaSie de (eoc;h isvcaryiletimEexhiyalent o mu
Ccu y) sau scriemIky (citim x nu este echivalent cu y).

Exemple egalitaadaeceaasembhgauneas par.alelismul, ec

Rel aSia de echivalenSt a fost conesi(def7a@aid) kini’'$
de C. Gauss (1801).

Def i Miagit@®:Aeste relaSie de echivalleAd&ihimpe m
clasa de echrhwla&i&m@d—.f&ayﬂk}ui X
Evi dent, dout clase de echivalenSt diferite sun

Def i sieSiniumek Sé mea ¢ Ot a Iuiu(Ano'tnaL'r/rlsaupE)),r/t C L
mul Si mea al e dchdiaseeIIeemedreteecshtiN/ai{erSA}.’n rapor

Func/Siha A/Jdef i nij((x)=fsé nnufmemwe i a canond.ct de
Aceastt funcSie este evident surjectivt.

Se numakteSi e a uneadfamie(Ayidda siebvmudleSiAmi nev
care posedt urmtbttoarele dout proprietdctSi:
a)i,ji 1,i ,j W, K =



b) C A =A.

Obser@miSc e :rel aSitepedepr echd v alreni@dad nAaKiural
nume familia cl asel on.Rleec iepcrhoidy)g kdsahcstt o pAB& P & T E

tunci exi sttt o rpeAashel ieca(d g, = ieprazivtaekaet failia claselor de
echival enSt.Ren arSa mo rdtel seec diefa Inex$te ast f el

xuy U ($)i I1a.ixyi A

Exemplu Fie do dreapta dintun planP. Clasa de echival@ﬁa uidn raport cu re

paralelismc 0 n Si ndeeptdlealia plas paralele cu. Mul Si mea factor pentr.
estemlb Si mea tuturor direc$Siilor din plan.

Teord&mh: 0 mul Sime nevidt “"nzeskpbtAAwem rel a
1)&=6Uas b, 2)&A&F= A b

Demonsta Si e : _
1) Dhx6 tatuncial & =B decial b. )
Reci proc, pal®Dapddeatncis.tDinx~a khr ea w-bdecixi B Akadar
& B. Analog i & de undek=b. )
2) DeEBE jatunci($)c & & clak clibdeci&=b ki, conform cu 1),

"nt ©mpl £ albbmai dact

Defi mie S0 emul Sime nevidt "~ nzestwuoat tO cduanridliae$
:{aﬁ.}”,I E A senumexit®et em ¢ omp| e tsautaasversalppreenzternut aanedia Si a
()i f1i j avemaZa;

2)(")alA( ¥ [ astfelincatal a.

Exemplu: Mu | $ itutamradreptelor care trec priptin punct fix
din plan este o transver saQricarepent
dout drepttaussoant paral el ednpRent r
eXi st bt dop adrrael agmdretireceyorin pumgl P (postulatul paralelelor).

disi a de
/e dr eap

PropokesSa er:iel aSi e d e cudranbversakl =e{aq}§|LAthc1i:cla§ele de
echi valiéhSuntdisijuncted out c Ot eE=<ﬂE)|'uiLI},es'taer mul Si mea f a

De mo n s:tPenau$ j jeavema [/ 4, deci & AEgk= /i ar al #cexd sitl L astfel
incitada Ki a&=whc i
Rezultt astfelEarLemtud)SimE@téacebemente cOt e ar
| en Siderateo n s
Obser Waghi{a}, este o transversadhi palAgaufi oper
(&}, este o parfiSie a mul Simii
7



Reciprocd a §&} este o parti RiSé aarbpelaBiefmi ni AL pel n
(xry U($i Talxyi C) este o r el a$iAkrged edteercelemeniadine n St pe
fiecare <€uyibmuMugiSiiemphest e o transveragzalt pentru

ObSinem o corespondenSt bij ectinhscohcluZiepgor e par
mul Si me nevidt BvemOtetr al ®5eia paréechBi val enSt

1.4. RelaSia de congruenS$St modul o n

Defi rFieQl 8" ki yixZ.Spun e mestcongruent cu y modulo R i scri el
x1 y(mod r‘) d a o dividex-y. D a cxinu este congruent cu y modulostriemx ¥y (modn).

Teor &imhl.Z/,n22.CongruenSeesmhmedwl ael aSi . de echi

DemonstraSie:
ReflexivitateaFie xi [ ; x-x= On| ®/ix* x(modn);
Simetria:Fiex,yl 0 d a &t y(modn,n|(xy) , egkl sutx4y=nq;y-x=n(-q);n| (¥x);
deciy * x (mod n);

TranzitivitateaFiex,y,zi 0 ;d a gt y(modpk ¥yt z(modn,e x ipsat (L cuxiy = nip Ki

z=ngOb Sixemn(p+q), decix* z(modn

Akadar, congeséerSaema®ukeode echivalenSt pe
PropofLioSige uneodupan est e compatibil it cu adunar ¢

(")abciz ni 77, dactb (amod @9 d (mdd n), atunci @+c)* (b+d)(mod n)K i
ac! bd (mod n)

DemonstraSie:

aib=knkeid = k' n,lJuShodtez &nd kedgal i +tElBi+ ed)ave m( K
De aici,(a+c) * (b+d) (mod n.
Pe de adctibd=qgaab)tbe-d) =( c k a & iaé bd{modn).

Clase de echivalenSt «xi mul Si me factor:

S§in©nd cont de defini Sia acestor noSiuni,
E:{xiD|x Ja(modn}), ceea ce “nseamnt:

E:{x 0] x O(modn} {:n(h q D}i; E:{x 0| x 1(modn} {:nq fLe) D};
n-l{x 0| x (n 1)(modn}) {nq n |1qE}.

PropoMulS$ iepr@1,2,..n-} B nd"este o transvefsalt
e n Badulo n pe’l .

DemonstraSie:
Fiea<bdin T,. AvtemO<b-a<n. Re z alibt(rhodak (1)
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Pentrual 0,exigriktcu a = 06g<+r T.Akemalr(modn. (2)
Din (1) «kiTe@DL2reduEtrniedt e o tpenatnrsw ecosmgriuen S:
npel .

Conseaviuln $ti:-mea ¢ ©tll "(nf arcapoarr)t acul uriel aSi a de ¢

O, :{6,1,2,...,n }l

Defi rlClasgledeechi val enSt al e congradasendg eesturimodul o
dulon.7,se numeKkKt easaoude fstun emedulan.

Adunarea Ki “"nmul Sirea claselor de resturi

Def i rie Bli/e,n22.Pe/ definim operaSiile numite ad:u

de resturi modulo n astfel: a+b =a B, aAb(")ab=( ),a?,'b 7, tuab |

Propo@Qp&rn &Si il e de adunare Ki "nmul Sire a c
nite:d a ¢ £ 1 T, aar a'fba k b'[ b, atuncia'+b' = Bk 8'® & b.

Demonstrag$i
Exi stlt cpg'gnp +a, b’ =g |

a*b'=np & ng b+(p P +a b at,iar
a'b'=(np+3 (@gq b+ hpg O p )g &b -

ProprietbtSile aduntridi claselor de resturi

1) (a+ b) 1 a ( %t-t( Aa:‘bA,cD , (asociativitate);
2)a+b =b a( ) "a,b 0 f, (comutatvitate);
3) ( )0 0. ai0 & & O+e( ) ar ., (0, element neutru);

4)(")a|Dn()B%1' F al,jaia ata’=, (orice clast este simteé
adunarea)

ProprietbtSile “nmul Sirid.i claselor de restur

1) (éc"b) s Aaﬂé b?) ( ()')Aa, b,tl ., (asociativitate);
2)ah b ap )a b, (comutativitate);
3)($)117,ai18 =1 @ Fany, (1, element neutru);

Proprietatea de distributivitate a “~nmul $Si



(é+ b) © & be, é bA)c+A ab="ad +)" a,B,o,.

Conduzie: (07 ,,,+, X este inel comutativ numit inelul claselor de resturi modulo n.

1.5. RelaSia de ordine

Def i nrSieSireumeka&i e [lat.eordm fi chii rsg pe o mul Si me n
bi npcdare este refilekiwik,t raaanisti imet .

in gener al x¢y ot "irderice lai ¥} sau, echivalent,¥x ("y superic | ui x")
n mod curent pel : x¢Cy (citit "x mai mic sau egal cu y"), respecti®? x ("y mai mare dau egal cu
x"); se mai folosesc expresiile "celuthegal cu™p ent r u <o b o I' inkedallcyw'-pedtru
si mbalb«€in Aazul mel @iSnkeeé dee oo atbeld'd ¥ (cidt tinclss iinH)
sau "E" ("include pe")

Rel aSia dec¢"i nengtarlel trmau nee rSe lmgll ,[f )il eecsttree in umamuilt £ 1
relaSia de .ordine naturalt

Conceptul de relaS$Sie de ordine se datoreazt

Def i Oi $iedea diredidhe adeviratt numai pe anumit
Mse numelka®i e de .ordine par Sialt
Exe mp | u: relaSE®e de mwic$iumeangbtr"Silor unei m

Defi MOl ied:aSi e de or dirne ea dewtercahtet dpee netl reume n
relaSie de ordine totallt
Exe mpl u: rel aSta pe mwleiarhaa antteme'r el or real e

Defi i $ied aS) ei bemlaexi v, asi metriset nwmetkrt &n
laSi e de ompaelM.ne strictt

Da x&yK X, yvom scriex <y sauy >X.
Exempler el aSia de i ne:d&loi t(atie istrisdt)ti spau maAAi>0om
ma i mar e decO©tz"i)u;n erbsdter Sroetl tiemaancgtur Si 1l or unei |

Defi rOi $ied:aSj er &f haxiktvi ki t rseen miumekid gp-e me |
ordinepe M.

Obsera Si e : O relaSie de ordine este evident ¢
fal st.

Exemple: in inelul numerelor intregi sau nline | polinoamel or (dfiei- o ne
enSkuN nctorrp comutativ, oeldlalSagi eedadipieobdilmne at

1. 6. Mul $Si mi ordonat e

Cuplul (M,¢) f or mat din mul Si mea ¢Me M, isevanumeu la$ii ree d
ordo.nCatniul Si me (My¢)dscen antuttota k t @ r ddoancatt tp e n K, lyluM,0r i c €
avemx ¢y sau y¢ x.

1C



Fie (M,¢)o mul Si me orAEMeadtte dagarte neviamenta | u

xI M cu proprietateaa ¢ x pentru orice al A, s e mmajorankpentru A. D a caR x pentru
orice al A, atunci elementulxl M se va numiminorantpentruA. DacAposedt un maj
(resp. un mi n oAeatamta)] ,0 (resg.nkis pa)n &t £ L

PropoRact ex este upmkmaj or arcté Apaiict xresie mcde
temi nat. Anal og, daalliAxiestne awxt Apakunco xtestanpic de
terminat

Demonstragie: )
Intrradevir, d a crhajorant pemtnd\j astfelancakyl A ,yatunci amaveax ¢ y (pen

t r uyestemajorant al luh k xXi A)K ¥¢x ( p e n txesie majarant al luh k iyl A). Atunci
X=y.

De f i mJmn i@ajorant (minorant)x pentru Ac ar e ap arsgi nneu cekemat neake
element (respectiv cel mai mic element) al lui A, saaximul (respectivminimul) lui A.

Dac#l Mare proprietatea ct ori ce conadeouxatmei (r e
x sen u m e atement maximalresp.minimal) Th M.

DacAEMeste nevidt Ki maj or at £t Hiare gnace maima | Si n
element, atunci acest elementsevanumar gi nea s up esausupranmudoul lai AK iui s &
not easugA. cu

Analog,daca AEMest e nevidt ki mi nor at £t kAiaredmacelt mu
ma i mare el ement, at umrair ga cneesat i enlf eamigfioiaul BiieA an U nid
K i se niofAeazt cu

Obser Dafi adefini Sie wswhAltst ecicaerehemenimht de
propriett$Si

a)u este majorant al IuA;

b)dact v est eA aangioxuant al [ ui

Dindef ni Si e rezulinfAfesteetamant elki patopde et L1EH t C
a) u este minorant al IuA;
b)dact v este AmtunmivAwr ant al [ ui

Def i O $nud:Si me(Mot)sl® nmulniex ¢ eo rddacrtatotr,i ce parte

are un cel mai mic element.
Exemplu:Mu | S illraewamerelor naturaleinaport cu ordinea wuwaual t
mul Silmilldeot at e cu ordinea uzualt nu sunt bine c

Def i ©Oi #iué :$i me(Mot) devamrmmito mp | et ,dba o nartitce part
majoratt a sa are supremum.

PropoRagiMgleste complet ordonatt atunci-rezu
r at t arainfimum.

DemonstraSie:
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intradevirAesdactnevi dbt Ki miBraonina tatn Satt omcis tmu le$
maj oratt ( or iesteunenhj@antahld) kd i nd eAcui = se@p>Bi herucat orice e
ment din Aeste un majorant pent&, r e z u luesteunaninorant pentrdd k i dl 8cAK a dua r
este cel mai mare element dipna d iue Inf A.

Axioma lui CantorrMu | Si mea numersdéleorc ormepdled or donat t.

ObserMabBemea a nlemersdleort ortaa3i wmadonatt "~ n r

dar nu este compl et ordonafxtl [xn¥0x’u €@t esmagoe
dar nu posedt supr emum.
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D e f ii pentr®funcs:

1.Autorul dufk ce trateak rela$ile n-a r ecazul particular al refglor binare (A, A2, G) unde ne
teaz cu G <x> mumea {y | Az/ cu xGy}, unde ¥ A;, dupt ce ne ardtck G <x> poate fi mu$-
me vidk, mulgme format. cu un singur elementsa cu mai mul t delseadeumsitigt e s e
K introduce urratoarea defirffe a rel&ei funcgonale:

sRel aSitaf=(AjMmarG) se numekt esaw!l a@iluesdnSMndadi on a
pentruxl A; sec Si unea G Kdintr-unesmgureelerhentrnata £(x) sauxf Elementul
f(x) se numekte i maginea | ui X prin f sau val
domeniulAki menidldpsau func$Si ecudafiinAi tt pe A

Dad f=(A1, Az, G) este o furge, atunci (X,y) G dad.K i nu mgf(x).d ac

Deci G={(x, f(x)/ xI A1} , adict G este perfelchhsaectenmnanat
D a c t, A, A R atunci G coincide cu graficul, cunoscima nal i za mat emati ct a

Graficul uneif u n &=@4i, Az, G) sen u mefanilie , domeniul senu me Ku ¢ Sde meici, iar
f(A) sen u memu le Qieleneentelor familiei.

In acest caz se intreb@na z £~ n $el fx)onotd$a indioiak &, iar in locul not§ei :A- B se
f ol os el an@tBasauf, xI A. 0

(Tratat de algelirmodern, loan Purdea, Gheorghe Pic, Editura Academiei R.S.R., 1977)

2.,FieXki Ymdoo@mel &=SjiXeY)senmumekte rel acflade de tip f
1) X este domeniul dd e f i ahfi LGN IS i e
2) dad- (x,y) | Gk (x, yi)| G atunci y=y.
Se face apoi comentariul:
Prima condge cere ca pentrurize xI X st existe y Y astfel ca (x,y) G, adid orice element
xI X st f igefcuun eleneeht Y. Aceast condie presipune deci implicit reséingerea
domeniuluide plecarealrgaei f | a dom&ni ul stu de defini
A doua condie, specifie. reladilor de tip funcge, spune £ un element k X se aft in relefa f
numai cu un singur element y¥ . 0
(Compendiu de matematic Etih$ictk i E n c i, d98% AngeadaiBeju, lulian Beju)

3. Fi e tEnul@mi disinctel sawnu.
Def i ni Biprantr-unpracedeu oarecare, facent €orespund. f i amiicelement X E un

elementk unul singur yl F, spunem & am definit of u n EeSHE ca valoriin F.

Prin f uneclSeigee saensamth |l ul ed oEmamuldSnme amad idan c o r
la ElaF.

E se numekte domeni ul de defini Sie ( sau-mul $
Simea “n care f ia valori.

(Acad. M. Nicolescu, NDinculeanu,S. Marcus, Analiz Matemati¢, Ed.D.P. 1966)

4.,,0mu | Sde oueluri sen u m e geatfic. Un grafic G sen u mefk u eoaf cand, oricare ar

fixy)k{ x6dngob6)dact x=x06 atunci y=yo.

Fie X kmulYS@noiu,grafic funcSi o®walkis Abmull $ii me aa e
xI X o b S and {x,y)@arcargeG. F=((G, A) , Y) se numekte funcSie sc¢

Prin deédstnda Sgreaf i cul I ui f, A este mul Simea de
ia valori .o
(Bazele analizei matematice, Constantin Megked, tin{cL K i Encikcl Bpedn ekt i,
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5,Fiedokv ar i abicidemeri |lke dye v a rtipras§pureem Kvanabila Xypoate®
ia orice valoare din domeniul X,frk. n i c i o ier Aguaci varialwléfy sen u mefku re devaria-
bila x in domeniul de varige X, dad fiectrei valori x din X 1i corespunde o singdrvaloare y (din
Y) dut o anumit. regult. sau lege.Regula sau legea care realizdazorespondefs antre”punctele
mu | BX krpunctelemu | Y sen u me Kt e f ubmpe>Sau ealordneYf. ion i t

(GM.Fit enhol S, Cur sl d mtegak Eddehhid, d iBfudech@83Ietraducere din
limbarusd upt | ucktdeaauteinl9&2f r i s

6., Fi e A kmu IBShelrdeu Procedeuprin care facem ca figarui element X A $dores
pundt un element \k numai unuld i n mea B sgn u mefku redefinittepemu | QiAmeva
loi” n mualBSi me

Dacttmnot f o tperAcBvaleriindBestriem acest lucru £AB sau A B . o

(Matemati¢, My, claIX*Ed. Ni cul escur,ne2l0,01V,i rkgielf akne rCoa n)

7., Numimf unc Si e ( s au btydefihita|iorau If SIinm& i Anirmathu V 88 me i
(A.A,B.A) o reltFSABadri chapr Geari et t
1" xI A, $yl B astfel hcat (x,y)l F;
2) dad (x,y1) | FK (x,y2)| F atunci yi=y»;
xyl Fse cit WXl &ise asociaapenF un singur elemengl B 0
(Matemati¢, Manual pt clasa a B{M; k M, Rodica Mihaela bn e Ed.Niculescu 2001)

8,, Fiind date mul $Si mi#dsadaineivti doe fAu rka S iBé s;adpesiel as pAu
zat un procedeu (lege, formulsasuc onven Si e)  fryi elgment H A csa aseciaf un e ¢
singur elementy B. 0
Autorul adaug apoi: ,, Seobsetvcto f unc Si etdats ed eltaer miun Si mi nev

submulEBASBechr e saiteii sfac condi $

D" x1 A $yl Ba.i. (x,y)l f

2) (X, YN Axy & o6)0
(Manual pt clasa a IX M;, M, Dorin Andrica, Ed. GIL.  Z1,a2004))

9., Finddatemu | ®iAmB,prin funcSi e tpeaull iScAan@valeriin mdilg f ana i t
Bse i nSel ege iloeialoretgueeleentd” Ai sebagoziaz uncunic element, notat f(a),
din B.

Mu | SaiAmsen u medomeniul ded e f | atfi Bn ik Jar mu | AiBreen u m e domeniul
valorilor f u n icf @aueodomeniuf unic ST . 0
(C. Ntsttsescu, C. Nit, C.Vraciu, Bazele algebrei, Ed. Academiei R.S.R. , 1986)

AvOnd tdefiifidiS de mai sus Ki multe &l m@nhteulasmgn
universitar trebuietss i st emmaktidleggmmo d al i t at e a d éuniiidefturnocdui$de r e
nand seama de névl u | | a c ar e trigch avl-g, a Ylika, &1Ka& a Xaj a XkapaxXlta-
6treg e al ®ilog,We limbaful dobandit anterior disgei, de capacifle lor de sintekk i - a b
stractizare, de experi@&nl e | or ant ¢ reil @ aitele lor,® enotivge larkde noi imine
K i d e &ntete nepleecer programedenlare acestora.
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Personal, "ncep tema cu Fwm cr8ttonaladtiAapkréd gstas uan t |
mul Si mi nevide, "ntre el ementel e mubuimpuseédeA Ki
probleme concrete sau setpo const r ui m eturit(raeldd). latervtinfagol cu scbemad Hei g L
strat.in figura atturat.

f

cotrventie (lucrator)
lege,
reguls, =)

relatie
x ﬁ

&

A=mul Si méedn elerenteretate cu x (ed cu iad)

f este legea (refa) care asocidzfieckrui x I A un singur element y din B (f este Ilttwrul, cutia nea
grt)

B=cokul plin cu igreci

Def i:BieSineemekte ftprecdi euf vaéoirmi t nge reasodide ge/ r
fieckrui xI A un singur yi B. Se noteazf:A- B sau A—» B.

Elementul ¥ A sen u me argumentul f u n i¢ XSSe enain U me K Yaerabilk independent
(este libet st ia toate valorile lui A; y se man u me Kvaleareaf i u n icir§ounetul x sau variabit
dependerit de x).

A sen u medomeaniul dedefini Sal feu nici&Been u memu le Qiinmaef u mdaya
lori (sau codomeniu); fac distinga intre mu | Saivaloeilor f u nic(HA) ¢ K i m waldi® care e
f u magayalori.

DadccAEA atunci nloB @@ Af @A®) =y f (x)ptEnmhgno$iaal
A6 = A t{A)=imaginea luiApr i n funcSia fImE AversIms&A)InEa Dadn ot e ¢
B & Imf atunci notezf( B )l A4f(x)| BO6} =pr e immud ¢Sii mBa® ( i mkaag i Ineia B &
a@ cum pt y f(A), fi(y)=<x>={x| A/f(x)=y } =preimaginea luiy. Avem, evident (f(A))=A.

Egalitateaf u nlorSi i

O func $Si ek(dats durescd)@lddiavein tele 3 elemente dindefnia s a: A, B «k
mai noteakf u n ¢ S i Basau (A,Bf) sau ((AB),).
Dact- BkKkph\: ABO atuncif smplacpiefim cgbt sukmumagaldaeacdact
1) A=Ab;
2) B=B6;
3) f(x)=g(x), " xiI A.
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Mo d a$ded f iafiuSioeSi i

af umd 8 printrod i agr amt

Observ& cumin fiecaredintreexemple,  frei €edig din Ai se asociazun singur y B.

b) f un &@intraun tdbelt [ 1121314
f.{1,2,3,4}- {a,b,c,d} f(x) [a]b|c|b

Se obserkct f(1)=a, f(2)=Db, f(3)=c, f(4)=b

cf un a $ priaforimule

B0 -0 =t

C"x 0
2n+1

d)f u radak prin mai multe formule

e2x- 1,x ¢3
f:0- 0, f(x)=

i X+4,x >3
e) pot exista funcS$Sii date prin descrierea
ex.sihxste ordonata punctul ui M de pe cercul

acoperire univershla cercului trigopnometric

Restricd a unei funcSii
Dact A - Bested unc 8D eAkAIEA atuncif u macf, S A 0B cu fapx)=f(x), " x | A' se
numerestriggaf u nicf aimau | @i Med .

X+3 . P
Ex:1) 00 - O, f(x)= Tl K if, :0- 0, f =f(x), " x10;

2)gl - O, 9g(x) =3x-1,2]1 U Kg-1,1j00=3x+1;
f[] , g1,y sunt restri@ alef u nlar § riespectiv g.

16



Graficul funcg$Siei

Dact f:A- Beste d u n camcienumim graficulf u nicf Simeu | Sli AdEBa{(x,Bly=Ff(x),

xI A}

Aten$e: ince caz GA3 B?

Dad Al [, BI [ atuncif u im &/ B sen u mefku nece§kideargument real, iain acest caz,
Gt se poateeprezenta geometriati-un reper cartezian amormat (x,0,y)Se ol$n astfel puncte in

plan M(x,f(x)) care vor constitui reprezentarea geometic gr af i cul ui  func$Si ei
ticka lui f sau, ¢c©nd nu producem confuzie, scur
Exemple:

DE O - 0 f(x)=2x+1; 2} [, f(x)=x%-6x

ul»—
b
[}

0 - O, f(x)=2

2 foey=2

17



Ceurmkr i m I a ,,l ecturile graficebo

1)Valoarea lui f intrun punct xpt .01 - [ ;

2)Citirea faptului € un desen anume repreziggr af i cul ; unei func$Sii
3)Citirea domeniului de defini $Sie A ki f(A)
4)Citirea monotoniei (cite, scade, este constanntervale de monotonig)

5)Citirea sol@ilor unei ecu& de tipul f(x)=g(x);

6)Discuga ecudei f(x)=m, unde m este un parametru real

7)Citirea | i Mmedeed olra fsuth@nSg ae ikeil adr eapta unui pul
8)Citirea faptuluieéf unc $Si a © tangernidntread Tatr-un punct de absdis (f este derivabi

I£Tn %), punctele de intoarcere, unghiutare

9)Citirea unei valori aproxi mati-vieg a ariei sub
10)Citim comporamentul unuikir de numere reale atunci cangd xf(x);

11)Construg a g r af i cif)f(x), [f|, foQ+a, kiSki Je ;i

12)Citirea intervalelor de convexitate (concavitate), a punctelor de inflexiune

13)Citirea semnului undi u n ge$Im aume interval

14)Citirea asimptotelor oblice, orizontale, verticale

15)Citirea continut$i f pe un interval O [ ;

16)Citirea periodick$ i func Si el

17)Citreapari$ i funcSi ei

18)Citirea patei graficului (vitezei de crtere/descreere)

19)Citirea valorilor de extrem local/absokita punctelor de extrem

20)Citirea faptului & f are proprietatea lui Darboux pe un interval

21)Citirea faptului ct f este injectivi, surje

Operefi algebricec u  f unc Si i
Dad f,g:A- [, Al [, atunci are sens.sorbim despre

f+g:A- O, (Hg)(X)=f(X)+g(x), " x | A
fugA- O, (Fug)X)=fx)wgXx), " x 1 A

i:Ac‘a D,i(x):m,"xl'A() untdAaxk god. 0,"x I Ad
g g 9(x) )
Dark % A9 6, P=f(x)%, un d & cul(®)=0," x| A6 6

e3x- 1,x 25 | eébx- 2,x @1
Exemple: Pentru fi - [J ,f(x):ie Kil-gt,gx= calcula f+g, fg, i
i-2,x > i X +1Lx A g

909"

Intocmim tabloul:
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X 2 1 5

5
f(x) 2 N 3k
g(x) 5x-2 1( *1
(F+g)(x) 5x-4 I( 21 ) %3
(fa)(x) -2(5%-2) 1( 20¢+1) )L (3)(X+1)
1 CoyE 2E o e
g 5x- 2 "'5x- 2 x*+1 x*+1
OO i (3x- 1
Compuner ea func$Siilor

Dad A, B, Csuntmu | ikif/- B, g:B- Csuntf u n atupdi gofesteon o & w n defnitte
pemu | QiArevalori n  mualCS$drenasociafiectrui xi A un singur ¢ C astfel
g f(x)=g(f(x))=z.

A——  _ -p

gof i g
(_‘

gefse numekte compusa funcSiei f cu funcSia g.
Evidentf u nle f&iginu se pot compune ditadad domeniul ded e f i ahlui § inckude code
meniul lui f.Tn ansamblul gf, prima care lucredzeste scris ultima!
Exl) Dadf: 0 - O, f(x)=2x1 k- [ ;g(x)=x%-3x
atunci(ge f)(X)=g(f(x))=(2x%1)*-3(2%1)=4X-4x+1-3x+3=4X-Tx+4, " x [ [ .
Inacest ckdfzg)(3t(g09)E2h(x)1=2(¢-3x)-1=2%-6x-1, " x ]
Ob s ew w#g, gof ( Vauoh@9)(2)=5. (9-)(2)=6)

a63x- 4,x ¢2
Ex2) Dad f: 1 - I, f(x)=2x-8 KL - Eg,:g(x):ie
i2- X,x >2

. a3f(x)- 4,f(x) €2 @&3(2x- 8) -4, 8 2 @bx- 28,x ¢E
atuncig- N(=0(109)= | (f) () 02_ e3(2x- 8) f
i2- T(x),f(x) 2 {2-(2x -8, 8 2 {10- ,x >5

g2(3x- 4),x ¢2 _g6x-16,x ¢2

4 e OI=HON=200 87 00 vy 8 8 L-2x 4x 2
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3-.X
RY
2X+

X ¢ a2X- 5,x ¢1 .

Re e 00 gg(xb%—f Roa e 51 2
6 2(3- x)-53 x X®i x ' 81-2x,x22ki X
(go f)(x):]éZf(X)_ 5, 1(x) ¢]:}2(2X+ 1)-52x 4 Xi a_ ?4x- 3,Xx COK i »
3-x#43 x i x ¢ T7-X,X<2Ki x

L E(x)+4,f(x) 1 1
P 2x+1+#42x 4 i x > [2x+5x >0k i »

3. Dact f:ie
i

I‘él;f 2x,3x I[iz,g &7- xxi (-0.2)
:\:7 X- i’X Q\:{ 1- 2x,xi [29] ;
7= xx (-2 |2x+5,X|' (5,0)

f2x+5,xi(5, &
63-(2x -5),2x 6 ®i x
3-(x ¥4),x 4 B%i x>

_ £3- 9(x),g(x) ¢5
(fog)(x)= f(g(x)) 12g(x)+1,9(x) >5 12(2x- 5)#,2x 5 i x

I 2(x+4)#,x 4 =i x

——>

e8- 2x,x I( - 4
-x -L,x I A_&8-2xx¢1
4x- 9,x1 A _:'2x+9,x>1’
2x+9,x [ (1, 0

—) =) ——>—> (]

Propi eatl®SioperaSiei de compunere a funcSiilor:
Dadt AYgB,BX®: CYD sunt trei f unnofincahAgAd atancise pot
hA(gAf)=(hAg)Af =hAgAf adi ct

(ho(ge FN(Y=((he gy f)(x)=(k @ f)(x) H(g(f(x)), %

Da cxiL A, notez y=f(x),z=g(f(x)) k i=h(z)=h(g(f(x)))
1)(hego f)(x)par cur geo tr as e ual tAPaQiDdiopkdaced dimyfasenzalih za
face t=h(g(f(x)));
2) hA(g Af)parcurge traseul ACD unde h preia rezultatul, az| a c S igAmxi dbb$Si ner
h(z)=h@(f(x)))
3) (hAg)Afpar curge tr adhdgpr eAiBaD, raaz «wlkt @a dl c () ikanai Y
obSine h(g(y))=h(g(f(x))
2C



Dinl1,2,3 se vypeodcefitchadneusee obSine de fieadretdatt
hA(gAf) =(hAg)Af =hAgAfadi ct ehlgiutempuner ea af suoncci.Sai ti il votr

Func $i i surjecve lnjdctivey (elagsa a >a):

| . f: AYB$ ast ej & ane)dac thwsraida cpentjuerice x Xol Acu x . X avem

f(x1). f(x2). Adi ckt fAor i cakrdderi$ipie raesoohgini@dzer iec i P scderedbig-r i Si ¢
nuitt a acest ¢oareadef i ni Sii este ur mt

(funac S : AYB e)ft("exylnicex. txiYvifky) . f(x2) K i

f o AYB nu e dUt ®x,xbl Ajxe tastfel hcat f(x)=f(x,),def i ni Sipmmne by §Bnat
primei defini Sii.

Ex:1.f.7Y /7,f(x)=ax+bad /,a. 0 este;injectivt

Intr-a d e \dtarcx,xzl /7 cu x . X atunci f(x)=ax+b, f(xo)=ax+b; presupunéd, prinab sur d ct
f(x1)=f(x2) ar rezulta ax;+b=ax+bU x;=x, care estein contradiSi e cu al e gerzaid t & ¢
f(x1) . f(x2),a d i c La e‘stelimecdt& b

2.t 73y 7\{1}, f(x)——e ste Ki ;@&aaudichj ¥3}duiyvratuncidinf(x;)=f(x.)
rez u—l—gi—+5 UX1X2-3%1+5X0-15= X1Xo-3%+5%1-15U 8%:=8x U X1=Xo.

-3 X% -
DacAkk B sunt s u limu, bt@ci putemeeprentalgrh i ¢ f unc Sia f: AYB.

¥

fta, =02 )| - - _/[_\3\_ . /
' 7

1] 2 x

pd :

Un grafic asemenea celdinfigura@nu r epr ezi nt £ e Mturag Gantse véda j e C |
e X I g txkf(x)=f(x) ; drda ccets t c drepte paralelsatOkc ar e i1 nter sect e,
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f u n dnSmaiemult de un puncUn grafic asemenea celdin figura(b)r epr ezi nt £ va f un
pentru ct or iintesetqgazalgradidulénlicel mult an pOngta d iintr4un punct sau iti
un punct(astfelc tr iocherechi de icki difeniS$Si f “~i asoci

A rdar putem verifica graficda caf unc Si e este <suwregulleeu este i njec

Daworice pxial el s ek a e@yifreceymult inpuactiatuncifesteinect i vt

Dact existiOxoamparianhté ks d at @nammitmuligde anfpunctegllp ufiSu nc $
dout pathecriei) f nu este injectivti.

Putemverificx f t r £t gk ad i tencSie nu este injectivti.
Ex.1)Da it/ - /7, f(x)=x*3x+5 atunci f(3)=f(3),d e ci g8 Kk.s-3cdaredtd sunt di f
imaginile lor sunt egale

2.Dac ¥ Y/, f(x)=x>-5x+8 atunci ne putenmireba unde(k) ia valoarea 8a d i &5K+838

U x%-5x=0 care ne conduce la %% ) =0 ddwi mDhe°VE deci ne=0,mEHr £ X
pentru care f(®=f(x2)=8;ca ur mare f nu este injectivtk.

ll. Fief : AYB o0 adeahaSieet e f ysugcSi e)sdagect bBdut el e me
imagini; deci(f um @S f : AYB esU @ricsyuBj egt v t)d ARl yixPsan un
(" yl B,$ xI Aa.ly=f(x)).

Putemverificadade o func Si e est e ssargiakculd dialgdbric(verificind nd " d
defini Sia).

Maiinta, prinn e g as3}i ev,edem c©nd f nu este surjectivki:
(f: AYB nu e 8t(Ryl 8ai"jxleAcaveimy (X))

Cualtecuvintef : AYB este surjectivti ¢glaBgetc Ka Sinau masf (dxa)
pun® soll ASi e X

Ex.1l)indagramaa | Lt t ur at
F u n d $stesurjectik(fiecareer cul e$S est e i ma

Ex.2)f. 7Y [J,f(x)=ax+b;a,bl /7,a, 0 este surje
intra d e diarcly/ ,y=f(x) U y=ax+bU xzi(y-b),
a

a d iyedte imaginea u milurreal xzi(y-b).
a

Ex.3)f /\{3} Y ﬂ\{]},f(x):%est e surjectivt.

Dact U\){J} atunci ecuda y=f(x) U y:i;' admite solufa x= 3y+4
X_

real t ¢g-&2darece

Sol uSidi fxe reisttte de 3U %lxé’igsau ye4=3galt 4=-3 (FalQ.
y_

Rezultt ct ecuaSiaIEgA{:B}fK(dm)ciadrﬁi test® salry Licd i xw L.

Dinceledemaisusza l k&t f est e wiuumeaeictd av®Pte dfa(cA) -AB;B su b
alelui//,dact put enagrafefpoSeéaat,unci putem "fcundSi g ee Ytrea |
vi f ol odmregulile: una
af : AYB este «umujmad oridweciet dpp@xichd grhh punctelalui BE OY | inter-
secteazt grinxfeil mympudttumpanstisa imai multe puegtsau
b)f : AYB este xuhiujmadt idatc td ancatd ite @aSiga ad i tc @jeawga f u n
| £ cSarienBB=RG.
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. s2x- Lx ¢ 3
Ex A)E0Y 0 f00=S X300 tabloul
i Xx+1,x>3

- o 0 3 5 a

X
f)| -o.” -1 2 5[4 6.7 =

Sauex.f:[0,3]C (6,2)V [- 9,2)de f(x)=¥-6x cu tabloul
de variaSie

L AL

X -/ 0 3/]6 71 s L
) |/ /| 0 9/ /lo 7 / S
\ /V

. f : AYB este bijectivit dact ki adipsnrioricdfiBécu f es
aSi=d () ar e Isfofdrmuiaae usnd lckRPixee rén i. f ixGa i f, @uunigite c
tea solu$Siei asigurt injectivitatea.

Pe grafic stabiin bijectivitatea cu ajutorul urbhoarei regulif : AYB e st e iiunadet i vt
ck riceparalt £t | a Oyl BAQys nt gr s ect e az intrrgnsirglripuntgidxenf unc S
ple 3) ki 5) de Ha Bun¢B8ciSibi paati eeempl e
Raporturilei n j e Bri jeaicjSa e ioenipuner e a Htabitekdiei luaormis wmatr e |
me.

T.Dact fkgAYBBYC atunci

1) Dinf,g injective,r e z gAftitnj ect i v L

2) Din f,g surjectiver e z gAftstur j ect i vt
3) Din f,g bijective,r e z wAftbli j ect i vL

T>.

l)DacgAfest e injectivkt atunci f este injec

2)Din gAfsur ject ievsktt emtsuunrcjieogt i v L

) DaghAAfest e bijecti vkig aetsunrec is ufr jiermcjte cvtki v L
A Demonst r at§oreme se faderninneducere la absurd.
\j Fu.m$a 1a: AY.AA(X)}'?(,'jxl Aest e bij ecAtKiwa:n.c.I;—.S(tilm_c.&i a

: mite f utcepgiArespectiveBjne per mit g roprigttks i m i

o f

decompunerii funcSiilor.
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Pe diagrama

\l GL s iA()ERLa( x ) ) =f EAL)F adi c b

Pe diagrama

fALA=1aAf =  mdniu ¢ S ifumecaS ia § or AFA} afesteneteSi a
ment neutru la compunere

A5 Gt s icnt(LeAf)(X)=1s(f(x))=f ( x) efdfi dBcHIAYIA at unci
1\l 13
B

B

IV.FuncSi e i nversabil t:
FurcSi:aA YfB nNumektixniumae esiakitbt BdAconwe SpSed gpi: et L

se
1)gAt=1 k 2)fAg=lg;iTnacest ca@sze frunmeSk tae i mseroteazaf f unc Si e

Teord#dmimSia f: AYB se nuwnewmai daiovte rfs aebsitle ldiajcekc
DemonstraSie:

1) Fi e f atunci$egr: sBaYbAig Adtala k if Ag=1g.Dinlabi j ect i gAf bieetiz ul t t
vi, adictinizgbi pnpaedismbiufj eeziuVvtt fr enueniinnjde ceteilvet d
zut at e rhiejzeud tt ikbv H .

2) Presupunem faunki¥ Bl begea$iiavt;y=1f(x) &ir&sesol uSi .
vede ct x=g( ydinflecameayeB 00 bl Seignee Ichaadicet i mg erstx okKif unc:

(92N (X)=g(f(x))=9(Y)=x=1a(x), de unde @ f=1x;p € d e Aflrg) (W= Fx)By=1s(y),
adi msEl.Dnl) si 2) rerxwn$dt H.eor ema e

Ex.1)Fie f:/7 Y /7, f(X)=ax+b;a,bl /7 cua 0;" yl // ec ui@ayafx)Uy=ax+b are solu
=1(y-b) 7 deci f ptiojteohchegHag)="(y- b)=F(y).
a a

Ex. 2) Fie f. /7 \{ 3 }/\V\{1}, f(x):i:;cum ecaSi a y=f% x
X_

: cum \ariabila

areso | uSi a3—yt|fr1' i/ &{3}, rxe:zf'd(j/)zt_sy +14
Y- X-

. + :
se poate no tpatemsorlmd'ﬁ(x):&(ef.l itert,
X_

Ver inipeciler a exempl e Ki cum "lucr ¢
f: 7\ 3y 1} fhai{ 1 }/Y\3} din exemplul anterior.

a- 53 -7
33— 0+4
1+4 °

_ -5 ._1-_E_g2+ _ 2 _
f()=——=—K i = = =1.
()1-3 2 (2) -5_1 7

2 2
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o ~ 3—+4
0+4_-4 a4 A4G6_" 3 0
f(0)= =— K i~gfo= =— H.
O o™ 3 e 7
-1
) 3 3
f(4) _At4 g i'l(a)f:?’G8 #_28
4-3 8-1 7

Cum obS$Sinem gr afdngraficul unei n c
funcSii date?

Pentru,sdac @edstek vpumstuldvla,b)dGt c L =
atunci punctul M'(b,d Gf'f t c ©@prezentarea geome

t r inceperul cartezimortogona(xOy ) o b Si-ner
ghiul AMM' drep t u n g h i isoscélincarA pimaibt
sectoare este mediatoaipatenuze[M M ] Ca urmare,

punctele MM'sunts i met rice faSt-dekbkf- e ur
mtt oarea regul t: IKT !

Se obSiennet arreepar egze o me t cSii c | , .y 1n
fldin reprezentarea geomet ° R e f p
in raport cu prima bisectoal®a cfie st e i npatuaa b
fleste inversabilt.

V.Func$Sii monotone:

FieABlI /7 dowmul|l Si mi A¥Bi odo§d wum f :

DFunc$ a f: AYB se numekte crescttoar e,xp Acuk<xd act
avem f(x)¢f(xy); dact pent, KUA o Kkixcaeem X(%)<f(xz) funcSi gaentinekt e st ri
crescttAoare pe

2)Dact pent;,xluA xex avenef(x) f(xz),at unci funcSia f ,easte d

cand la orice %, X2l A x;<xpavem f(x)>f(x,) func;ae st e stri ctpeMescrescttoa

Folosind raportul R@(xz):M (ratasauvitem de cr ek tpatenerefemuladen ¢ Si e
X =%

fini Siile anterioare astfel

1Df: AYB, ( A,nBvide)estec r e s c £ 7,0 ad &c tp ek i" xpulmeai x  &ka ¢ b,
MZ OK i Stsr b tcd a e &, @d A cubx . xzavemMm.

- % X%
2) f: AYB &este descrescttoar &x,Xl e\ CAx, aavdm K i
F(x)- 1(%) 40

avem

K i strechtt odeinudmmacit "dkaxd A cu X . X avem
X%
F(x)- 1(%) o
X% .
FurcSi i | e (MBIl AYrevide)cr esctt oasce tvau ed gosecnmordtons @A n U me

jiarcelestrictcrec tt oare sau strict dstistmonetenepgetAoar e pe A

ExDf/Y 7, f(X)=2x1 este str i tdeoaracé 5,8t R X axs avenp e
) fOe)_ (2% -1) (2% 1) _2x 25 ,
X - % X =% X %
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Ex.2) g:// Y /7, g(X)=-5x+6 este strict des@e £ t 0 a/r deoapeed’ X1,X2l // CU X . X2 avem
f(x)- T(%)_(5x% 6) (-5% 6)t S(X- X)) o

X =% X =% X %
Ex.3)
e2x-1x¢2
£0Y 0 5x0=] 3xi (25) este x|-= 02 °> 6=
f3x-10x25 1 333..35 8 =
cresctt/ mxrae cpan s f(X)

P . . A
poate"citi"KI pe ¢or af Ve al vt nrat -

In tabloul devaria$e al funcSei inscriem -
pe linia luif(x), o0 stgeat t d '
jos - dreaptasus _—"

faptul ctstfruincct$icar

i nterval ul spee gcdksree

Cu o stgeatatf agpea utli ¥y=3x-10
funcSi a este st rinace

laxi tabloupe linia lui x reprezitt dome
niul de defing i(ie caail nostru

7 =(- =,=) iar pe linia lui f(x)Tnscriem

val or i |iefiedarednpitetei N e
X, remarcabile ale domeniului de defini 37 o
Sie. /i
Observimzeme arepr & o ¥ 1 5.

a graficului fueSi eit rreo acst
cand x parcurgéde la stanga la dreapte
intervalul(- 0,2], y=f ( x) Cr e
la - @la 3; cand x parcurge interva
lul (2,5),y:f(x) este constant egal cu(8teéf oneaz t iar mﬁndsxcpardr@)intervalul[5,0),

y=f(x) c r e ktoeseciE at unci C Ondk laxelgrgd,ychh  g¢ ffiiee suracSt,on
adict sest ®arce e

ObseefabBt Si/aAlf7)fX=a /," xl Anumi tcBi d unonsdatnd £c rpes |
toarepe Addarinacel aki timp descrescttoare pe A; Func$Si
lhacel akr escwnpeosacreesctt oare pg 2

intradevir dact algfemi uisttp Lamc b~
celelalte valoripeA, — M..-.

y=2x-1

R(xo,xz):f(xo)_ i) a-a _ 0O G,adi cdx) R(
X% % % %

esteinac el ar Dd ari¢cOyila c o xfRéste2 0 K in t
acel akiogx)¢tiomp ®¢ixe cresciLttoeAr ° 2 * cttoar
Y R(xo,X2) =0 a d)Ff(8oL" xfl Axz, ok i f e st
tantt pe A.

Pe graficeledii i gur i | e ,citamrmenotormame a z -
funcSiilor reprezentate: Figl

A

AT
)
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1+ Infigurile 1,2 eveora rfeiampdHd i de:
avemof uncSi e n e/mdevardcepe k- Ipfeste
1 strict depentereatfct3tfesesticcr escitoar e
.-‘-'_'_‘—‘—i—._ . .
. pe(3u)festednnou strict descrescttoar
Fig 2
T¥ De obserocbat | ekt stunct monot-one S

rece d axg)3*0 atdh€i xputem scrie R(X2)2s a u dact
/"——\ R(x1,%2)<0 atunci R(%,X,) estek ¢ 0.
\_/ Dar func$Si il e obfigatriodtriot menotone. s u n't

Rel a$i a -stmiotmonbtone este

o 7 I | usktindaitatgr ama al t f monotone
f strict
monotone
Fig. 3
VI.Func Sikimparafrwenc Si i periodice:

Def i Rie AliRicu A, f.Mul Si mea A s ec in updeakctbe ks i mméubndait da
x)| A. Exempledemu | Si mi s,/ met v i/c.e-11, [-aa] (cua>0),[- 4-31C[34]
etc.incontinuareinaceastt secvenSt dediclat A, fantceSio | mul S
S i metTr_l_radechont ext defkimparmm funcSiile pare
)f : AYB, /(A mul Sime simetri xihumast-gdERWExICASI e p a
2)f : ANeste fun§ei mp B f(&)=-f(x)," xI A.
Perepreent area grafickt a funcSiei "citi QO ccta fa xekL:
de simetrie Ki c d origires daxelor ((D,@)mstercbntrwd& siraetrig @& graficu
lu.Dinacest moti v crsttantkikif osdrauei ilinmppa rpiatrd tt ead efau n c .
ExDfEOY 0,f(x)=x*+3x+4es e fpacBie
f(-X)= (-X)*+3(-x)*+4=x¢+3%+4=f(x)," x| R
Ex2)f0Y U, f(x=|xest e part
Ex3)f 7Y 7 ,fx)=x*>x este i mpart

. X
Ex4)f. 7Y [7,f(x)= il
Ex5) Y 0 ,fx)=x*x+1 nu entieipamipart

este impart

fDY // se numekte pg@&uimadi$dEalcidcat d(x+T)=f(x)," xI D; in acest caz
numtrd®lI s nuimakKite apéuncSiei f
Dactestdper i oadt a /fatumcikBkl &4 este deDsYe menea perioadt.
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intradevdiarct T este per i ¢ aldDm @aunc fixe2D)=f{x¢tNH+)ERX)E f ( x ) ,
"Xl Dmaxadi ckt 2T eisatre dpaecrti ofaflxk+ &tungi =f ( x ) ,
f((x+k+1) T)=f((x+kT)+T)=f(x+kT)=f(x), In concluzie f(x+kT)=f(x), " x [/7 Kk il Nk

n continuare f(X)=f(XT)+T)=f(x-T)=f(x+(x-T))," xI /,adi L est e perioadt;
acum din f(x+(-K)T)=f(x) r e z u | t-k)T)=ROEALT+T)=f(x+(-k-1)T+T)=f(x+(-k-1) T)=f(x-
(k+1) T) ad(kil) esteldenk e me n e a dgeid(x+kTP=Hxy"Lkj Z* ceea cdncheie
demonstraSia teoremei.

Dincelespusemaisus ez ul t £ c loadaT>@ft ta cmi tpeerct pedinfamadt o
lia {kT|ki Z*}.Da ct odattwnc@i @>0au pedcmiotaddt numbtm@tun€i' cu
Tes e cea mai mi dintrecpeelré o apidaceat cldwes ef i n uriveelaptine- p e
palt a funcSiei f.

Ex.1)Pentru f:// Y /7 f(X)={x}(=parteafr&cSi o n ar t-[x]andd[x] éste partett r eagt a |
f este peripuhdcichadtlu Perioada

Citim acest lucr pe grafic:

Pentru funcSiilor peri st
reprezenftunmc gira foirgnt r u Z‘F/\Vj

grafic pe careu’T wtniamn R -
spre st©nga Ki dreapta penti u a vwor ne yi afi
cele pentru intervale de tipgkT (k+ ) T g &/ ¥

Ex2)f /Y /7 al ctrei grafic este )
ilustratinf i gur a reag red auir mtt & -

deasemeneaofe®i e peri odi CL/:\/\M

funcSi ai kldgadae d e c 4 3 2 0 1 2 3 4
f(x)=(-1)(x k) ," xi [k,k +]) k [J
K are perioada pF2.

VIl.lnaceastt secvenSt ne deeledegnsitcSinesa gb &diforem| pr o
Sii pornind df:e/ Yl//a. Canereaf 6 cpurl o fwmecrpiseti uomle Siimé mr g
arf(x); b)|f(x)|f(x); o)f(x-a);d)f(x)+a;e)kf(x) unde a R* KA/ * #ingr af i cuf(x). funcSi ei

aCum obSinem dgfxadni c ul y
graficuf(x)?funcSi ei

X -Q Xo o]

f(x) f(Xo) “\/,»“ ,_;__ - /_——:—\\\f,f{x}
109 1) ENER T IR
0= f(x) *

Dint abl oul al Lt imorieetpunste

Xol DmaxS € 0 H#0Q)ipmnechimbarea

semnului luif(xg)=yoa di ct din or . .. ..
(Xo,f(X0))! Gixy s € ine puBctul (x,-f(xo)) pe graﬂculfun@ellf ( x) ca ‘'n figurt
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RL s punistrebbread)a st e
prin simetriein raport cu axa &

byCum obSinem gf(g fingrud f ifwwnlc Sfi leric Si e

c)Cum o bdhigmearhi cul

funcSiei-a?f (x),graficul

Din tabloul
X -a X0 Xota o)
f(x) f(xo)  fCeta)
f(x-a) f(xo-a)  f(%)

Se vede
S p u n &in fiecare punct M(xf(xo)) al Gix S €
f(x-a),cualtec uvi nt e

c £ M@oaf@d)! Gaxpatunct purctu
ob SilneMmysituatp e
r £ s p uchestadbS il me m ng rr eefbiaaydelgraficul e Si e i

u romtSti onreur g r af(x) dinuglr aff u cau3 i efiunc

f(x)?

af (x),dad f(x)2 0

pin [f (=5 (9
i- f(x),dad(x) <0

respunsul

Graf i culf(xfseong diregrafi

cul f unastiipeoir Sfi(uxn)ea gr e

I ui f(x) situath gtHeatkan

lar por &f uoaebuig | ui f(

Ox o t r ajprie Sintdrierinkraport cu

Ox ca FobSiimgamtgraficu

|f(x)| situat in ntregime deasupra axei Ox

sau pe Q.

obSinem

funcSi

Mba( f(xo))! Gix-a), Ce€a ce revine la a
graficul 1

Si eiprfi(nx)t r-ahmgul ax& Q,& grdfieului lui f(xyc u a ;pemirtua K>0 tr ans|

dreaptaGy), pentrua<@ r ans | at £t m

28
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-
T=xs

HxlfF — — —

L)
-

dCum obSinem gr afdngrudf ifawlc Bfi ienc Ji( ei) +fa( x)

Din tabloul
X -a Xo a :‘\-:alﬂ- WD Sl
f(x) f(xo) I
f(x)+a f(xo)+a V/ a /

|

| R

s vethpunotual f uncSia f(x) ia VEJI/(LJa"r/éméiﬂ:

Vo=f(x)) 1 ar func$Si aptd ( X) +a iyal
Akaderzul t (kr & £gourdosaealdyn

ObSinem gr af tadimdrafidulduncc Si e i Fig(8x )

S if@iprintra n s | aaJungul akee@ (pe ver

ticau td penttgi a>0 gpehtcul axO0rchgtld@daBut "cobo
e) Cum odnGrafiouefucSi e ig rfa(fxi)c,ul T un

N 2(x

. < 3

Din tabloul \ /\

h

G ER ——-

X -a Xo o = — h“\{- ¥

! !

f(x) f(xo) \f

kf(X) kf(Xo) o

Fig.9
sevedepc=ftxy pve multiplickt de k ori
RtspObirsg:r af i cul elitilizAinddg k ariy-di I0i X punctele situate pexD r Lt m©n nes
chimbate iar restul graficuluised i | at £ " s@azifigdQ.ont ract " .
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