
 

COLEGIUL ñSPIRU HARETò PLOIEķTI 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

RELAŝII ķI FUNCŝII 

ASPECTE METODICO -ķTIINŝIFICE 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                     Autori:  

                                                                                               Prof.  Aurel Lupu  

                                                                                                                 Gherghina Tatu 

                                                                                                               Nicolae Breazu 

 

 

 

 

 

 

 

 

PLOIEķTI  

-2009- 



 2 

 

 

EvoluŞia noŞiunilor de variabilŁ ĸi funcŞie 
 

 

 NoŞiunile de variabilŁ ĸi funcŞie n-au apŁrut deodatŁ, din nimic, la Galilei, Descartes, Newton sau 

Leibnitz. 

 Predecesori le-au fost Eudoxe, Arhimede, Apolonius, precum ĸi Cavalieri, Roberval, ale cŁror lu-

crŁri reprezintŁ diferite trepte in procesul de acumulŁri cantitative ce au condus la un salt calitativ în 

dezvoltarea matematicii prin apariŞia noŞiunilor de variabilŁ ĸi funcŞie. 

 Prin introducerea acestor noŞiuni matematica trece de la studiul mŁrimilor constante la studiul mŁ-

rimilor variabile. ApariŞia noŞiunilor de variabilŁ ĸi funcŞie este rezultatul transformŁrilor sociale ĸi 

istorice prin care trece lumea la începutul sec. XVIII-lea. 

 Trei fapte importante ce Şin de domeniul tehnicii au determinat punerea ĸi rezolvarea unor noi 

probleme de matematicŁ : fabricarea ceasornicelor, folosirea artileriei ´n rŁzboaie ĸi dezvoltarea navi-

gaŞiei. Aceste fapte au impus matematicienilor sŁ se ocupe de probleme noi legate de studiul materiei 

în miĸcare, probleme ce au condus la introducerea noŞiunilor de variabilŁ si funcŞie. 

 Primul care a introdus ´n matematicŁ noŞiunea de variabilŁ a fost Descartes, care publicŁ ´n 1637 

ĂGeometriaò . Descartes porneĸte de la ecuaŞia (1) ax + by + c = 0 în care nu mai considerŁ pe x ĸi y 

necunoscute, ci mŁrimi care pot lua diferite valori astfel inc©t ecuaŞia sŁ fie verificatŁ. ConsiderŁ deci, 

pe x ĸi y ca douŁ mŁrimi variabile, iar ecuaŞia (1) reprezintŁ o legŁturŁ ´ntre cele douŁ mŁrimi variabi-

le. 

 Faptul cŁ x ĸi y sunt considerate mŁrimi care depind una de alta constituie saltul calitativ fŁcut ´n 

studiul ecuaŞiei (1). Valorile lui y depind de valorile ce le ia x . Spunem ca y este funcŞie de x. La acea-

stŁ formulare nu s-a ajuns ´nsŁ ´n timpul lui Descartes. 

 Termenul de ĂfuncŞieò este ´nt©lnit prima datŁ in 1692 la Leibnitz, pentru a indica un segment de 

dreaptŁ variabil legat de o anumitŁ curbŁ. 

 Jacques Bernoulli îl foloseĸte în 1694 tot cu acest sens. În 1718 Jean Bernoulli dŁ prima definiŞie 

în care funcŞia este precizatŁ ca o expresie analiticŁ Ă funcŞia este o expresie construitŁ intr-un mod oa-

recare cu ajutorul unei variabile numerice independenteò. AceastŁ definiŞie este preluatŁ ´n secolul 

XVIII de Clairaut, DôAlembert, Euler. 

 În 1748, Euler precizeazŁ cŁ Ă O funcŞie de o cantitate variabilŁ este o expresie analiticŁ compusŁ 

într-un mod oarecare din aceastŁ cantitate variabilŁ ĸi numere sau cantitŁŞi constante ò . 

 În 1755, tot Euler precizeazŁ Ă c©nd niĸte cantitŁŞi oarecare, depind de altele astfel cŁ prin variaŞia 

ultimelor ĸi ele sunt supuse unor schimbŁri, atunci primele se numesc funcŞii de celelalte.ò Tot Euler 

este acela care face precizarea ca nu orice funcŞie este o expresie analiticŁ. 

 Lacroix dŁ definiŞia : Ă Orice mŁrime ale cŁrei valori depind de una sau de mai multe mŁrimi, se 

numeĸte funcŞie de acestea din urmŁò. 

 În 1822, Fourier dŁ definiŞia : Ă FuncŞia  desemneazŁ o funcŞie total arbitrarŁ, adicŁ un ĸir de 

valori date supuse sau nu unei legi generale ĸi corespunzŁtoare tuturor valorilor x ĸi care sunt cuprin-se 

între zero ĸi o mŁrime oarecare x.ò Bolzano ĸi Cauchy ´ĸi aduc contribuŞia la precizarea noŞiunii de 

funcŞie având idei asemŁnŁtoare cu ale lui Lobacevski. 

 Ċn 1834, Lobacevski dŁ definiŞia : Ă Ċn general trebuie sŁ se ´nŞeleagŁ prin funcŞie de x un numŁr 

care se dŁ pentru fiecare x ĸi care se schimbŁ ´mpreunŁ cu x. Valoarea funcŞiei poate fi datŁ fie printr-o 

expresie analiticŁ, fie printr-o condiŞie care dŁ un mijloc de a cerceta toate numerele ĸi de a alege unul 

din ele, fie în sfârĸit poate exista ĸi rŁm©ne necunoscutŁò. 

 În 1837, Dirichlet dŁ urmŁtoarea definiŞie, foarte apropiatŁ de ceea ce ´nŞelegem astŁzi prin noŞiu-

nea de funcŞie: Ă DacŁ fiecŁrui x îi corespunde un y unic, finit, atunci y se numeĸte funcŞie de x în 
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acest interval; cu aceasta nu e necesar ca y ´n acest interval sŁ depindŁ de x dupŁ aceeaĸi lege ĸi nu e 

obligatoriu sŁ se prezinte dependenŞa exprimatŁ prin operaŞii matematiceò. 

 Pentru a se ajunge la definiŞia funcŞiei ca o corespondenŞŁ ´ntre douŁ mulŞimi oarecare o mare im-

portanŞŁ au avut-o lucrŁrile de la sf©rĸitul secolului trecut scrise de Volterra, cel care a introdus cores-

pondenŞa de la curbe la numere ĸi corespondenŞa de la funcŞii la numere. 

 Aceste lucrŁri au format prima spŁrturŁ în noŞiunea de funcŞie numericŁ, o a doua spŁrturŁ a con-

stituit-o apariŞia calculului vectorial unde s-a folosit corespondenŞa dintre numere si vectori. 

 DefiniŞia funcŞiei ca o corespondenŞŁ ´ntre mulŞimi nu mai este legatŁ de o anumitŁ formulŁ, de 

anumite expresii algebrice bine determinate, ea constituind în acelaĸi timp o generalizare ĸi o precizare 

a definiŞiilor date de Lobacevski si Dirichlet.  
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RELAŝII 
 

 

 1.1. DefiniŞii. Exemple 
 

 Prin relaŞie [lat. relatio] înŞelegem o conexiune între elementele unei (unor) mulŞimi de nume- 

re sau ´ntre mulŞimi arbitrare, figuri geometrice, vectori, propoziŞii logice ĸ.a.. I se asociazŁ un simbol 

sau se redŁ printr-o formulŁ, printr-un enunŞ.  

 

 DefiniŞie: DacŁ A este o mulŞime nevidŁ, orice submulŞime ɟ a produsului cartezian A x A 

formatŁ din acele perechi ordonate (x, y )  care fac adevŁratŁ o anumitŁ proprietate referitoare la 

mulŞimea perechilor lui A x A se numeĸte relaŞie binarŁ.  

 

DacŁ elementele x, y ÍA sunt asociate cu relaŞia ɟËAxA, adicŁ (x, y)Íɟ , se scrie xɟ y (citit 

"x este ´n relaŞie ɟ cu y"). DacŁ ´ntre x ĸi y are loc relaŞia ɟ, se mai spune cŁ x ĸi y sunt comparabile 

prin ɟ. NegaŞia (x, y)Î ɟ se scrie xry (citit "x nu este ´n relaŞie cu y"). 

O relaŞie ɟ poate exista, de asemenea, ´ntre elementele a douŁ mulŞimi distincte A ĸi B, dacŁ se 

pot forma perechi ordonate (x, y) cu xÍA ĸi yÍB, astfel ´nc©t x sŁ fie pus ´n legŁturŁ cu y prin inter-

mediul lui ɟ. 

 

Exemple: relaŞia de divizibilitate definitŁ pe mulŞimea numerelor ´ntregi, relaŞia de paralelism 

definitŁ pe mulŞimea dreptelor din plan, precum ĸi relaŞiile reprezentate de simbolurile: ¢ (inegalitatea 

nestrictŁ) ĸi < (inegalitatea strictŁ) - definite pe mulŞimea numerelor reale -, = (egalitatea), ¹ 

(congruenŞa), ¹ (mod n) (congruenŞa modulo n), Í (apartenenŞa), Ë (incluziunea), Ý (implicaŞia), 

Ú  (echivalenŞa) etc. 

Contraexemple: ĂrelaŞia" de ´nrudire (prietenie) nu este destul de bine definitŁ, pentru cŁ uneori 

nu ĸtim dacŁ douŁ persoane sunt sau nu ´nrudite (prietene); deci aceasta nu este o relaŞie binarŁ pe 

mulŞimea tuturor oamenilor. 

 

Teoria relaŞiilor a fost iniŞiatŁ de A. de Morgan (1856) iar folosirea notaŞiei x ɟ y a fost propusŁ 

de L. Wittgenstein (1922) 

 

DefiniŞie: DacŁ A ĸi B sunt douŁ mulŞimi nevide, se numeĸte funcŞie sau relaŞie binarŁ 

funcŞionalŁ de la A la B, orice relaŞie ɟËAxB ´n care orice element din prima mulŞime este asociat 

cu un singur element din a doua mulŞime. 

 

Exemplu: pentru mulŞimile A= {l ,2,3}, B= {-1,0,1,3,4} ĸi proprietatea y = 2x-3, prin relaŞia     

ɟ = {(x,y) | y = 2x - 3, xÍA, yÍB} = {(1, -1), (2,1), (3,3)}. 

 

 ObservaŞie: Orice funcŞie de o variabilŁ este o relaŞie binarŁ, dar nu orice relaŞie binarŁ este o 

funcŞie (de o variabilŁ). 

 

Exemplu: pentru A = {2,3}, B = {4,5,6} ĸi proprietatea "x divide pe y", existŁ relaŞia ɟ ={(2,4), 

(2,6), (3,6)} care nu este funcŞie (deoarece elementul 2 din A este asociat atât cu 4 c©t ĸi cu 6 din B) .  
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DefiniŞie: Se numeĸte relaŞie binarŁ numericŁ, relaŞia ale cŁrei elemente sunt perechi de nu-

mere. 

OricŁrei relaŞii binare numerice i se poate asocia graficul ei, anume: locul geometric al puncte-  

lor din plan ale cŁror coordonate sunt elementele relaŞiei: ( ){ }G x,y A A x y
r
= Í ³ r. 

O relaŞie binarŁ numericŁ este deci complet determinatŁ de graficul ei. 

Când A = { 1 2 na ,a ,...,a} este mulŞime finitŁ, putem reprezenta o relaŞie ɟ pe A printr-un tablou 

(matrice) cu n linii ĸi n coloane ´n care marcŁm cu Ă1ò intersecŞia liniei i cu coloana j în cazul când 

( i ja ,a )  este ´n graficul relaŞiei ɟ ĸi cu Ă0ò ´n caz contrar. Vom numi acest tablou, în continuare, 

matrice caracteristicŁ. 
 

DefiniŞie: DatŁ o relaŞie binarŁ ɟ ´ntre mulŞimile A ĸi B, se poate defini o relaŞie binarŁ in-

versŁ 1r-  prin  x 1r- y = yɟx, numitŁ ĸi transpusa relaŞiei ɟ. 

 

Exemple: relaŞia de inegalitate strictŁ redatŁ prin < are inversŁ pe >; relaŞia de incluziune cu 

notaŞia Ë este inversŁ pentru È etc. 

Graficele relaŞiilor numerice ɟ ĸi 1-r  sunt simetrice faŞŁ de prima bisectoare a reperului cartezi- 

an ortogonal xOy.. Este posibil ca inversa unei relaŞii funcŞionale sŁ fie o relaŞie care nu este funcŞie. 

Inversarea relaŞiilor binare este involutivŁ: ( )
1

1
-

-r =r. 

 

DefiniŞii: O relaŞie binarŁ ɟ pe mulŞimea A este: 

   - reflexivŁ dacŁ orice element al mulŞimii A este ´n relaŞie cu el ´nsuĸi: x A, x xr" Í . 

RelaŞia r definitŁ pe mulŞimea finitŁ A este reflexivŁ dacŁ ĸi numai dacŁ toatŁ diagonala principalŁ a 

matricei caracteristice este marcatŁ cu simbolul Ă1ò. 

   O relaŞie binarŁ pentru care existŁ xÍA astfel încât xrx se numeĸte relaŞie ireflexivŁ. 

   - simetricŁ dacŁ oricare ar fi x, yÍA, din x ɟ y rezultŁ y ɟ x. 

RelaŞia r definitŁ pe mulŞimea finitŁ A este simetricŁ dacŁ ĸi numai dacŁ matricea caracteristicŁ este 

simetricŁ faŞŁ de diagonala principalŁ. 

   O relaŞie binarŁ ɟ pentru care existŁ x,yÍA astfel ´nc©t x ɟ y, dar yrx, se numeĸte relaŞie asime-

tricŁ. 

   - tranzitivŁ dacŁ oricare ar fi x, y, zÍA astfel încât din x ɟ y ĸi y ɟ z rezultŁ x ɟ z. 

   RelaŞia binarŁ ɟ pentru care existŁ x, y, z ÍA astfel încât x ɟ y ĸi y ɟ z, dar xrz, se numeĸte 

relaŞie intranzitivŁ. 

   - antisimetricŁ dacŁ oricare ar fi x, yÍA, din x ɟ y ĸi y ɟ x rezultŁ x = y. 
  

 Exemple de relaŞii: 

- reflexive: relaŞiile desemnate prin simbolurile: =, ¹, ¹ (mod n), ¢, Ë, ~, ||, Ú ; 

- ireflexive: relaŞia ɟ={(a, a), (a, b), (b, a)} definitŁ pe mulŞimea A = {a, b} (deoarece brb); relaŞiile 

notate: ; ;¸ Ì ;̂ 

- simetrice: relaŞia de congruenŞŁ a figurilor geometrice, egalitatea, paralelismul, perpendicularitatea, 

echivalenŞa ĸ.a.; 

- asimetrice: relaŞia ɟ= {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2)} definitŁ pe mulŞimea A = {1,2,3} întrucât (1,2) Í ɟ ´nsŁ 

(2,1) Îr; relaŞiile de apartenenŞŁ, incluziune ĸ.a. 

- tranzitive: relaŞiile de asemŁnare, paralelism, egalitate, incluziune, implicaŞie, echivalenŞŁ. 
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- intranzitive: relaŞia de perpendicularitate; relaŞia ɟ= {(1,1), (2,2), (3,3), (1,3), (3,2)} definitŁ pe mulŞi- 

mea A = {1,2,3} (fiindcŁ (1,3) ĸi (3,2) aparŞin lui ɟ,  dar (1,2) nu aparŞine lui ɟ). 

- antisimetrice: relaŞia de inegalitate nestrictŁ, relaŞia de incluziune. 

 

 

 1.2.Compatibilitatea cu o lege de compoziŞie 
 

O relaŞie binarŁ ɟ pe mulŞimea A este relaŞie compatibilŁ cu  legea Ă*ò de compoziŞie inter-

nŁ pe A, dacŁ relaŞiile x ɟ x' ĸi y ɟ y' implicŁ (x * y) ɟ (x' * y'), (") x, x', y , yôÍA. 

 

Exemplu: relaŞia de inegalitate Ă¢ò pe  este compatibilŁ cu adunarea pe : x ¢xô ĸi y¢yô 

Ý  x+y¢xô+yô.  

 

O relaŞie binarŁ  ɟ pe mulŞimea A este relaŞie compatibilŁ cu legea de compoziŞie externŁ 

Ăò pe A av©nd operatori ´n mulŞimea W, dacŁ relaŞia x ɟ x' implicŁ ( )( )x x'w r w , oricare ar fi 

w WÍ  ĸi x, xôÍA. 

 

Exemplu: relaŞia de divizibilitate a polinoamelor f, g ´ntr-o nedeterminatŁ cu coeficienŞi ´ntr-un 

corp comutativ K este compatibilŁ cu ´nmulŞirea cu scalari kÍK a polinoamelor:  

[]( )f g k f k g f ,g K XÝ Ö Ö Í .  

 

 

 1.3. RelaŞii de echivalenŞŁ 
 

 DefiniŞie: Se numeĸte relaŞie de echivalenŞŁ [lat. aequi-valens, -ntis (aequus - "egal", valens, 

-ntis "valoros, puternic")], orice relaŞie binarŁ ɟ între elementele unei mulŞimi A, relaŞie care este 

reflexivŁ, simetricŁ ĸi tranzitivŁ. 

De multe ori, o relaŞie de echivalenŞŁ pe o mulŞime A se noteazŁ Ăò; scriem xy (citim x echivalent 

cu y) sau scriem x/y (citim x nu este echivalent cu y).  

 Exemple: egalitatea, congruenŞa, asemŁnarea, paralelismul, echipolenŞa etc. 

RelaŞia de echivalenŞŁ a fost consideratŁ iniŞial ´n cazuri particulare de J. Lagrange (1773) ĸi ´n general 

de C. Gauss (1801). 

 

 DefiniŞie: DacŁ Ăò este relaŞie de echivalenŞŁ pe mulŞimea A, pentru orice xÍA definim 

clasa de echivalenŞŁ a lui x, mulŞimea: { }Ĕx y A y x= Í . 

Evident, douŁ clase de echivalenŞŁ diferite sunt disjuncte. 

 

 DefiniŞii: Se numeĸte mulŞimea c©t a lui A ´n raport cu relaŞia  (notatŁ A / sau ĔA ), 

mulŞimea ale cŁrei elemente sunt clasele de echivalenŞŁ ´n raport cu : A / ={ }Ĕx x AÍ . 

 FuncŞia : A A/j ­  definitŁ prin () Ĕx xj =  se numeĸte funcŞia canonicŁ de la A la A /. 

AceastŁ funcŞie este evident surjectivŁ. 

 

 Se numeĸte partiŞie a unei mulŞimi nevide A, o familie (
i

A )
i IÍ de submulŞimi nevide ale lui A 

care posedŁ urmŁtoarele douŁ proprietŁŞi: 

 a) i j
i , j I ,i j A AÍ ¸ Ý Æ =Å; 
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 b) 
i

i
i A

A A
Í
Ç = . 

 

 ObservaŞii: Orice relaŞie de echivalenŞŁ  pe A produce ´n mod natural o partiŞie a lui A ĸi a-

nume familia claselor de echivalenŞŁ ´n raport cu . Reciproc, dacŁ (
iA )

i IÍ
 este o partiŞie a lui A, a-

tunci existŁ o relaŞie de echivalenŞŁ  pe A astfel încât ( iA )
i IÍ

 sŁ reprezinte exact familia claselor de 

echivalenŞŁ ´n raport cu  . RelaŞia de echivalenŞŁ  se defineĸte astfel:  

 x y Ú ()i I$ Í a . î.. 
ix, y AÍ . 

 Exemplu:  Fie d o dreapta dintr-un plan P. Clasa de echivalenŞŁĔd a lui d ́ n raport cu relaŞia de 

paralelism conŞine toate dreptele din plan paralele cu d. MulŞimea factor pentru relaŞia de paralelism 

este mulŞimea tuturor direcŞiilor din plan. 

  

 TeoremŁ: Fie A o mulŞime nevidŁ ´nzestratŁ cu relaŞia de echivalenŞŁ  ĸi a,b AÍ . Avem: 

    1) ĔĔa b a b= Ú ;     2) ĔĔa b a bÆ =ÅÚ/  

 

 DemonstraŞie:  

1) DacŁ ĔĔa b= , atunci a ĔĔa bÍ =  deci a b.  

Reciproc, presupunem cŁ a b. DacŁ Ĕx aÍ , atunci x.  Din x ~a ĸi a~b rezultŁ x~b, deci x ĔbÍ . Aĸadar 
ĔĔa bÌ . Analog Ĕ Ĕb aÌ , de unde ĔĔa b= .  

2) DacŁ ĔĔa bÆ =Å atunci () ĔĔc a b$ Í Æ; c aĸi c b deci ĔĔ Ĕa b c= = ĸi, conform cu 1), aceasta se 

´nt©mplŁ numai dacŁ a b. 

 

 DefiniŞie: Fie A o mulŞime nevidŁ ´nzestratŁ cu relaŞia de echivalentŁ Ăò. O familie  T = 

={}i i I
a A

Í
Ë , se numeĸte sistem complet de reprezentanŞi sau transversalŁ  pentru relaŞia ~ dacŁ: 

 1) ()i , j I , i j" Í  ̧avem 
i j

a a/ ; 

 2) () ()a A, i I" Í $ Í astfel încât 
i

a a . 

 

 Exemplu:  MulŞimea tuturor dreptelor care trec printr-un punct fix  

din plan este o transversalŁ pentru relaŞia de paralelism ´n plan. Oricare  

douŁ drepte secante ´n P nu sunt paralele. Pentru orice dreaptŁ d din plan  

existŁ o dreaptŁ d' paralelŁ cu d, care trece prin punctul P (postulatul paralelelor). 

 

 PropoziŞie: Fie  o relaŞie de echivalenŞŁ pe A cu transversala {}i i I
T a

Í
= . Atunci clasele de 

echivalenŞŁ 
i
Ĕa , i IÍ , sunt disjuncte douŁ c©te douŁ, iar ĔA { }i

Ĕa i I= Í  este mulŞimea factor. 

 

 DemonstraŞie: Pentru i j̧  avem i ja a/ , deci i j
Ĕ Ĕa aÆ =Å, iar dacŁ a AÍ , existŁ i IÍ  astfel 

încât a~ ia  ĸi atunci i
Ĕ Ĕa a= . 

RezultŁ astfel cŁ mulŞimea factor ĔA  are tot at©tea elemente c©te are o transversalŁ a relaŞiei de echiva-

lenŞŁ considerate.  

 

 ObservaŞii:  DacŁ {}i i I
T a

Í
= este o transversalŁ pentru o relaŞie de echivalenŞŁ pe A, atunci 

{}i i I
Ĕa

Í
este o partiŞie a mulŞimii A. 
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 Reciproc, dacŁ { }i i I
C

Í
 este o partiŞie a mulŞimii A, relaŞia binarŁ r pe A definitŁ prin: 

( ()x y i Ir Ú $ Í a.î. 
ix, y CÍ ) este o relaŞie de echivalenŞŁ pe A. Alegem câte un element 

ia  din 

fiecare submulŞime 
iC , i IÍ .  MulŞimea T = {ai}  este o transversalŁ pentru echivalenŞa r. 

 ObŞinem o corespondenŞŁ bijectivŁ ´ntre partiŞii ĸi relaŞiile de echivalenŞŁ. În concluzie, pe o 

mulŞime nevidŁ avem tot at©tea partiŞii c©te relaŞii de echivalenŞŁ existŁ. 

 

 

 1.4. RelaŞia de congruenŞŁ modulo n 
 

 DefiniŞie: Fie n
*Í  ĸi x, yÍ . Spunem cŁ x este congruent cu y modulo n ĸi scriem 

( )x y mod n¹  dacŁ n divide x-y. DacŁ x nu este congruent cu y modulo n scriem x ¹/y  (mod n). 

  

 TeoremŁ. Fie n , n 2Í ² . CongruenŞa modulo n este o relaŞie de echivalenŞŁ pe . 

  

 DemonstraŞie: 

Reflexivitatea: Fie xÍ ;  x - x = 0 ĸi n | 0 ( )x x modnÝ ¹ ; 

Simetria: Fie x, yÍ  dacŁ x ¹ y (mod n), n | (x-y), existŁ qÍ  cu x -y = nq ; y - x =n(-q); n | (y-x); 

deci y¹x (mod n); 

Tranzitivitatea: Fie x,y,zÍ ; dacŁ x ¹ y (mod n) ĸi y ¹ z (mod n), existŁ p,qÍ  cu x ï y = np ĸi x ï 

z = nq. ObŞinem x - z = n (p + q), deci x ¹ z (mod n) 

Aĸadar, congruenŞa modulo n este relaŞie de echivalenŞŁ pe . 

 

 PropoziŞie: CongruenŞa modulo n este compatibilŁ cu adunarea ĸi ´nmulŞirea, adicŁ: 

()a,b,c ," Í n
*Í ,dacŁ a ¹ b (mod n) ĸi c ¹ d (mod n), atunci (a+c)¹(b+d)(mod n) ĸi  

ac¹bd (mod n). 

 

 DemonstraŞie:  

 a ï b  = kn ĸi c ï d = k'n, unde k, kôÍ . ScŁz©nd egalitŁŞile avem (a + c) - (b + d) = (k + kô)n. 

De aici, (a + c) ¹(b + d) (mod n).  

Pe de altŁ parte, ac - bd = c(a - b) + b(c - d)=(ck+bkô)n, adicŁ ac¹bd (mod n).  

 

 Clase de echivalenŞŁ ĸi mulŞime factor: 

 

 ŝin©nd cont de definiŞia acestor noŞiuni, ´n cazul congruenŞei modulo n avem: 

{ }Ĕa x x a(modn)= Í ¹ , ceea ce ´nseamnŁ:  

{ } { }Ĕ0 x x 0(modn) nq q= Í ¹ = Í;     { } { }Ĕ1 x x 1(modn) nq 1 q= Í ¹ = + Í;   ...  

{ } { }n 1 x x (n 1)(modn) nq n 1 q- = Í ¹ - = + - Í. 

 

 PropoziŞie: MulŞimea { }n
T 0,1,2,...,n 1 , n

*= - Ë Í este o transversalŁ pentru congru-

enŞa modulo n pe . 

 

 DemonstraŞie: 

Fie a < b din nT .  Avem 0 < b - a < n. RezultŁ cŁ a ¹/b ( mo d n) . (1 ) 
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Pentru aÍ , existŁ q, rÍ  cu a = nq + r ĸi 
n0 r n; r T¢ < Í. Avem a¹r (mod n).  (2) 

Din (1) ĸi (2) rezultŁ cŁ { }nT 0,1,2,...,n 1 , n *= - Ë Íeste o transversalŁ pentru congruenŞa modulo 

n pe . 

 

 ConsecinŞŁ: MulŞimea c©t (factor) a lui  ´n raport cu relaŞia de congruenŞŁ modulo n este: 

{ }n 0,1,2,...,n 1= -. 

 

 DefiniŞie: Clasele de echivalenŞŁ ale congruenŞei modulo n se numesc clase de resturi mo-

dulo n. 
n
se numeĸte mulŞimea claselor de resturi modulo n.  

 

 Adunarea ĸi ´nmulŞirea claselor de resturi modulo n 

 

 DefiniŞie: Fie n ,n 2Í ² . Pe 
n
definim operaŞiile numite adunarea ĸi ´nmulŞirea claselor 

de resturi modulo n astfel:    
n n

a b a b, a b ab ( ),a,b cu a,b T+ = + Ö = " Í Í. 

 

 PropoziŞie: OperaŞiile de adunare ĸi ´nmulŞire a claselor de resturi modulo n sunt bine defi-

nite: dacŁ  a, bÍ
n

T  iar a' aÍ  ĸi b' bÍ , atunci a' b' a b+ = + ĸi a' b' a bÖ = Ö. 

  

 DemonstraŞie: 

ExistŁ p,q Í  cu a ' np a, b' nq b= + = +.  

( )a ' b ' np a nq b n p q a b a b+ = + + + = + + + = + , iar 

( )( ) ( )2a 'b ' np a nq b n pq n p q ab ab= + Ö + = + + + =. 

 

 ProprietŁŞile adunŁrii claselor de resturi modulo n: 

 

1) ( ) ( )() na b c a b c , a,b,c+ + = + + " Í, (asociativitate); 

2) () na b b a, a,b+ = + " Í, (comutativitate); 

3) () ()n n0 a.i.0 a a 0 a a$ Í + = + = " Í, (0 , element neutru); 

4) () ()n na a ' n a a.i. a a ' a ' a 0" Í $ = - Í + = + =, (orice clasŁ este simterizabilŁ ´n raport cu 

adunarea) 

 

 ProprietŁŞile ´nmulŞirii claselor de resturi modulo n: 

 

1) ( ) ( )() na b c a b c , a,b,cÖ Ö = Ö Ö " Í, (asociativitate); 

2) () na b b a, a,bÖ = Ö " Í, (comutativitate); 

3) () ()n n1 a.i. 1 a a 1 a a$ Í Ö = Ö = " Í, (1, element neutru); 

 

 Proprietatea de distributivitate a ´nmulŞirii faŞŁ de adunare: 
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( ) ( ) () na b c ac bc, a b c ab ac a,b,c+ Ö = + + = + " Í. 

 

 Concluzie: ( )n
, ,+ Ö  este inel comutativ numit inelul claselor de resturi modulo n. 

 

 

 1.5. RelaŞia de ordine 
 

 DefiniŞie: Se numeĸte relaŞie de ordine [lat. ordo, -inis] pe o mulŞime nevidŁ M, relaŞia 

binarŁ ɟ care este reflexivŁ, antisimetricŁ ĸi tranzitivŁ. 
 În general, se noteazŁ: x¢y  (citit "x inferior lui y") sau, echivalent, y²x ("y superior lui x") ĸi, 

în mod curent pe : x¢y (citit "x mai mic sau egal cu y"), respectiv, y²x ("y mai mare dau egal cu 

x"); se mai folosesc expresiile "cel mult egal cu" -pentru simbolul Ă¢ò- ĸi "cel puŞin egal cu" -pentru 

simbolul Ă²ò. Ċn cazul mulŞimilor, o relaŞie de ordine se noteazŁ cu simbolul "Ì" (citit "inclus în") 

sau "É" ("include pe"). 

 RelaŞia de inegalitate "¢" ´ntre numerele fiecŁrei mulŞimi , , ,  este numitŁ uneori 

relaŞia de ordine naturalŁ. 

 Conceptul de relaŞie de ordine se datoreazŁ lui G. Cantor (1895). 

 

 DefiniŞie: O relaŞie de ordine adevŁratŁ numai pe anumite cupluri de elemente ale mulŞimii 

M se numeĸte relaŞie de ordine parŞialŁ. 

 Exemplu: relaŞie de incluziune "Ë" ´n mulŞimea pŁrŞilor unei mulŞimi. 

 

 DefiniŞie: O relaŞie de ordine adevŁratŁ pentru orice pereche de elemente din M se numeĸte 

relaŞie de ordine totalŁ.  
 Exemplu: relaŞia de inegalitate "¢" pe mulŞimea numerelor reale. 

 

 DefiniŞie: O relaŞie binarŁ ɟ ireflexivŁ, asimetricŁ ĸi tranzitivŁ pe mulŞimea M se numeĸte re-

laŞie de ordine strictŁ pe M. 

 DacŁ x¢y ĸi x y̧ vom scrie x < y sau y x> . 

 Exemple: relaŞia de inegalitate strictŁ pe : Ă<ò (citit "strict mai mic dec©t") sau Ă>ò ("strict 

mai mare dec©t"); relaŞia de incluziune strictŁ Ë pe mulŞimea pŁrŞilor unei mulŞimi nevide. 

 

 DefiniŞie: O relaŞie binarŁ ɟ reflexivŁ ĸi tranzitivŁ pe mulŞimea M se numeĸte relaŞie de pre-

ordine pe M. 

 ObservaŞie: O relaŞie de ordine este evident o relaŞie de preordine; reciproca este o propoziŞie 

falsŁ. 

 Exemple: în inelul numerelor întregi sau în inelul polinoamelor de o nedeterminatŁ cu coefici- 

enŞi ´ntr-un corp comutativ, relaŞia de divizibilitate este o relaŞie de preordine. 

 

  

 1.6. MulŞimi ordonate 
 

 Cuplul ( )M ,¢  format din mulŞimea M ĸi o relaŞie de ordine ¢ pe M, se va numi mulŞime 

ordonatŁ. O mulŞime ordonatŁ ( )M ,¢  se numeĸte total ordonatŁ, dacŁ pentru orice x, y MÍ , 

avem x¢y sau y¢x. 
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Fie ( )M ,¢  o mulŞime ordonatŁ. DacŁ A MË  este o parte nevidŁ a lui M, atunci un element 

x MÍ  cu proprietatea a¢x pentru orice a AÍ , se numeĸte majorant pentru A. DacŁ a²x pentru 

orice a AÍ , atunci elementul x MÍ  se va numi minorant pentru A. DacŁ A posedŁ un majorant 

(resp. un minorant), se spune cŁ A este majoratŁ (resp. minoratŁ).  
 

PropoziŞie: DacŁ x este un majorant pentru A ĸi ´n acelaĸi timp x AÍ , atunci x este unic de- 

terminat. Analog, dacŁ x este un minorant al lui A ĸi ´n acelaĸi timp x AÍ , atunci x este unic de-

terminat. 

 

DemonstraŞie:  

Într-adevŁr, dacŁ ar exista ĸi y majorant pentru A, astfel încât y AÍ , atunci am avea x ¢ y (pen-

tru cŁ y este majorant al lui A ĸi x AÍ ) ĸi y¢x (pentru cŁ x este majorant al lui A ĸi y AÍ ). Atunci 

x=y.  

 

DefiniŞii: Un majorant (minorant) x pentru A, care aparŞine lui A se numeĸte cel mai mare 

element (respectiv cel mai mic element) al lui A, sau maximul (respectiv minimul) lui A. 

DacŁ x MÍ are proprietatea cŁ orice majorant (resp. minorant) al lui M coincide cu x, atunci 

x se numeĸte element maximal (resp. minimal) în M. 

DacŁ A MË este nevidŁ ĸi majoratŁ ĸi dacŁ mulŞimea majoranŞilor lui A are un cel mai mic 

element, atunci acest element se va numi marginea superioarŁ a lui A sau supremumul lui A ĸi se 
noteazŁ cu sup A.  

Analog, daca A MË este nevidŁ ĸi minoratŁ ĸi dacŁ mulŞimea minoranŞilor lui A are un cel 

mai mare element, atunci acest element se numeĸte marginea inferioarŁ a lui A sau infimimul lui A  

ĸi se noteazŁ cu inf A. 

 

ObservaŞie: Din definiŞie rezultŁ cŁ elementul u=sup A este caracterizat de urmŁtoarele douŁ 

proprietŁŞi: 

a) u este majorant al lui A; 
b) dacŁ v este majorant al lui A, atunci v > u. 
 

 Din definiŞie rezultŁ cŁ elementul u=inf A este caracterizat de urmŁtoarele proprietŁŞi: 

a) u este minorant al lui A; 

b) dacŁ v este un minorant al lui A, atunci v < u. 

 

DefiniŞie: O mulŞime ordonatŁ ( )M ,¢se numeĸte bine ordonatŁ, dacŁ orice parte nevidŁ a sa 

are un cel mai mic element.  

Exemplu: MulŞimea a numerelor naturale în raport cu ordinea uzualŁ este bine ordonatŁ, dar 

mulŞimile ĸi  dotate cu ordinea uzualŁ nu sunt bine ordonate. 

 

DefiniŞie: O mulŞime ordonatŁ ( )M ,¢  se va numi complet ordonatŁ, dacŁ orice parte nevidŁ ĸi 

majoratŁ a sa are supremum.  
 

PropoziŞie: DacŁ ( )M ,¢  este complet ordonatŁ atunci rezultŁ cŁ orice parte A nevidŁ ĸi mino-

ratŁ a lui are infimum. 

 

DemonstraŞie: 
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Într-adevŁr, dacŁ A este nevidŁ ĸi minoratŁ atunci mulŞimea B a minoranŞilor sŁi este nevidŁ ĸi  

majoratŁ (orice element din A este un majorant al lui B) ĸi deci existŁ u = sup B. Întrucât orice ele-

ment din A este un majorant pentru B, rezultŁ cŁ u este un minorant pentru A ĸi deci uÍB. Aĸadar, u 

este cel mai mare element din B, adicŁ u = inf A. 

 

Axioma lui Cantor: MulŞimea numerelor reale este complet ordonatŁ. 

 

ObservaŞie: MulŞimea a numerelor raŞionale  este total ordonatŁ ´n raport cu ordinea sa uzualŁ, 

dar nu este complet ordonatŁ ´ntruc©t, spre exemplu, mulŞimea 2{x  | x 0,x 2}Í > <este majoratŁ, 

dar nu posedŁ supremum. 
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DefiniŞii pentru funcŞii:  

 

 1.Autorul dupŁ ce trateazŁ relaŞiile n-are ĸi cazul particular al relaŞiilor binare (A1, A2, G) unde no-

teazŁ cu G <x> mulŞimea {y Í A2/ cu x G y}, unde xÍ A1, dupŁ ce ne aratŁ cŁ G <x> poate fi mulŞi-

me vidŁ, mulŞime formatŁ cu un singur element sau cu mai multe elemente se opreĸte la a doua situaŞie 

ĸi introduce urmŁtoarea definiŞie a relaŞiei funcŞionale: 

,, RelaŞia binarŁ  f=(A1, A2, G) se numeĸte relaŞie funcŞionalŁ sau aplicaŞie a lui A1 în A2 dacŁ 

pentru xÍ A1  secŞiunea G <x> este formatŁ dintr-un singur element notat f(x) sau fx. Elementul 

f(x) se numeĸte imaginea lui x prin f sau valoarea lui f pe x, iar f se mai numeĸte funcŞie cu 

domeniul A1 ĸi codomeniul A2 sau funcŞie definitŁ pe A1 cu valori în A2. 

DacŁ f=(A1, A2, G) este o funcŞie, atunci (x,y)ÍG dacŁ ĸi numai dacŁ y=f(x). 

Deci G={(x, f(x)/ xÍA1}, adicŁ G este perfect determinat dacŁ pentru "xÍA1 se cunoaĸte f(x). 

DacŁ A1, A2 Ì R atunci G coincide cu graficul, cunoscut din analiza matematicŁ a lui f. 

Graficul unei funcŞii f=(A1, A2, G) se numeĸte familie , domeniul se numeĸte mulŞime de indici, iar 

f(A) se numeĸte mulŞimea elementelor familiei.  

În acest caz se întrebuinŞeazŁ ´n locul notaŞiei f(x) notaŞia indicialŁ fx, iar în locul notaŞiei f:A­B se 

foloseĸte notaŞia (fx)xÍA , (fxÍB) sau fx, xÍA.ò 
  (Tratat de algebrŁ modernŁ, Ioan Purdea, Gheorghe Pic, Editura Academiei R.S.R., 1977) 

 

 

2.,, Fie X ĸi Y douŁ mulŞimi. O relaŞie f=(G, X, Y) se numeĸte relaŞie de tip funcŞie dacŁ: 

                       1) X este domeniul de definiŞie al funcŞiei f 

                       2) dacŁ (x,y) ÍG ĸi (x, y1)ÍG atunci y=y1.  

 Se face apoi comentariul: 

 Prima condiŞie cere ca pentru orice xÍX sŁ existe yÍY astfel ca (x,y)ÍG, adicŁ orice element 

xÍX sŁ fie ´n relaŞia f cu un element yÍY. AceastŁ condiŞie presupune deci implicit restrângerea 

domeniului de plecare al relaŞiei f la domeniul sŁu de definiŞie.  

 A doua condiŞie, specificŁ relaŞiilor de tip funcŞie, spune cŁ un element xÍX se aflŁ în relaŞia f 

numai cu un singur element yÍY.ò 
(Compendiu de matematicŁ, Ed. ķtiinŞificŁ ĸi EnciclopedicŁ, 1983; Angela Beju, Iulian Beju) 

 

 

3. Fie E ĸi F douŁ mulŞimi distincte sau nu. 

 DefiniŞie: DacŁ, printr-un procedeu oarecare, facem sŁ corespundŁ fiecŁrui element xÍE un 

element ĸi unul singur yÍF, spunem cŁ am definit o funcŞie pe E cu valori în F.  

Prin funcŞie se ´nŞelege ansamblul format din: mulŞimea E, mulŞimea F ĸi corespondenŞa x­y de 

la E la F. 

E se numeĸte domeniul de definiŞie ( sau mulŞimea de definiŞie) al funcŞiei, iar F se numeĸte mul-

Şimea ´n care f ia valori. 

(Acad. M. Nicolescu, N. Dinculeanu, S. Marcus, AnalizŁ MatematicŁ,  Ed.D.P. 1966) 

 

 

4. ,, O mulŞime de cupluri se numeĸte grafic. Un grafic G se numeĸte funcŞional, când, oricare ar 

fi (x,y) ĸi (xô, yô) din G, dacŁ x=xô atunci y=yô. 

Fie X ĸi Y douŁ mulŞimi, Gun grafic funcŞional submulŞime a lui X³Y ĸi A mulŞimea elementelor 

xÍX obŞinute când (x,y) parcurge G. F=((G,A),Y) se numeĸte funcŞie sau aplicaŞie a lui A ´n Y. 

Prin definiŞie Geste graficul lui f, A este mulŞimea de definiŞie a lui f, iar Y este mulŞimea ´n care f 

ia valori.ò 

(Bazele analizei matematice, Constantin Meghea, Ed. ķtiinŞificŁ ĸi EnciclopedicŁ , Bucureĸti, 1977)  



 14 

 

5.,,Fie douŁ variabile x ĸi y cu domeniile de variaŞie X ĸi Y. SŁ presupunem cŁ variabila x poate sŁ 

ia orice valoare din domeniul X, fŁrŁ nicio restricŞie. Atunci variabila y se numeĸte funcŞie de varia-

bila x în domeniul de variaŞie X, dacŁ fiecŁrei valori x din X îi corespunde o singurŁ valoare y (din 

Y) dupŁ o anumitŁ regulŁ sau lege. Regula sau legea care realizeazŁ corespondenŞa ´ntre punctele 

mulŞimii X ĸi punctele mulŞimii Y se numeĸte funcŞie definitŁ pe X cu valori în Y.ò  

(G.M. FihtenholŞ, Curs de calcul diferenŞial ĸi integral, Ed. TehnicŁ, Bucureĸti 1963, traducere din 

limba rusŁ dupŁ lucrarea scrisŁ de autor în 1962). 

 

 

6.,,Fie A ĸi B douŁ mulŞimi nevide. Procedeul prin care facem ca fiecŁrui element xÍA sŁ-i cores-

pundŁ un element y ĸi numai unul din mulŞimea B se numeĸte funcŞie definitŁ pe mulŞimea A cu va-

lori  ´n mulŞimea B.  

DacŁ notŁm cu f o funcŞie definitŁ pe A cu valori în B, scriem acest lucru f:A­B sau A   
f
    B.ò 

(MatematicŁ, M1, cl a IX
a
 Ed. Niculescu, 2001, ķtefan Cornel, Virgil ķerban) 

 

 

 7.,, Numim funcŞie (sau relaŞie funcŞionalŁ) definitŁ pe o mulŞime A cu valori ´ntr-o mulŞime B 

(A¸Å, B¸Å) o relaŞie binarŁ F ÌA³B având proprietŁŞile: 

                1)"xÍA, $yÍB astfel încât (x,y)ÍF ; 

                2) dacŁ (x,y1) Í F  ĸi (x,y2)Í  F  atunci y1=y2; 

   (x,y)Í F  se citeĸte ,,oricŁrui xÍA i se asociazŁ prin F   un singur element yÍBò  

(MatematicŁ, Manual pt clasa a IX
a
, M1 ĸi M2, Rodica Mihaela DŁneŞ, Ed. Niculescu 2001) 

 

 

8.,,Fiind date mulŞimile nevide A ĸi B , se spune cŁ s-a definit o funcŞie de la A la B, dacŁ s-a preci-

zat un procedeu (lege, formulŁ sau convenŞie) f, prin care fiecŁrui element xÍA i se asociazŁ un 

singur element yÍB.ò 

 Autorul adaugŁ apoi: ,, Se observŁ cŁ o funcŞie se determinŁ dacŁ se dau mulŞimi nevide A ĸi B ĸi o 

submulŞime f ËA³B care satisfac condiŞiile: 

                 1)" xÍA, $yÍB a.i. (x,y)Íf 

                 2)(x,y),(x,yô)ÍfÝy=yô  ò 

(Manual pt clasa a IX
a
, M1, M2, Dorin Andrica, Ed. GIL, ZalŁu, 2001) 

 

 

9.,,Fiind date mulŞimile A ĸi B, prin funcŞie (aplicaŞie) definitŁ pe mulŞimea A cu valori în mulŞimea 

B se inŞelege o lege f, ´n baza cŁreia oricŁrui element aÍ A i se asociazŁ un unic element, notat f(a), 

din B. 

 MulŞimea A se numeĸte domeniul de definiŞie al funcŞiei f, iar mulŞimea B se numeĸte domeniul 

valorilor funcŞiei f (sau codomeniul funcŞiei f).ò 

(C. NŁstŁsescu, C. NitŁ, C.Vraciu, Bazele algebrei, Ed. Academiei R.S.R. , 1986) 

 

 Av©nd ´n faŞŁ definiŞiile de mai sus ĸi multe altele asemenea, noi profesorii din ´nvŁŞŁm©ntul pre-

universitar trebuie sŁ sistematizŁm ĸi sŁ alegem modalitatea de introducere a noŞiunii de funcŞie , Şi-

nând seama de nivelul la care au ajuns elevii noĸtri (cl. aVII-a, a VIII-a, a IX-a, a X-a, a XI-a, a XII-a -

6 trepte ale evoluŞiei lor), de limbajul dobândit anterior discuŞiei, de capacitŁŞile lor de sintezŁ ĸi ab-

stractizare, de experienŞele lor anterioare, de reuĸitele ĸi nereuĸitele lor, de motivaŞia lor, de noi inĸine 

ĸi de compeŞentele ce le cer programele ĸcolare acestora. 
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 Personal, ´ncep tema ,,FuncŞiiò la clasa a IX-a cu un moment pregŁtitor: dacŁ A ĸi B sunt douŁ 

mulŞimi nevide, ´ntre elementele mulŞimii A ĸi elementele mulŞimii B se pot stabili legŁturi impuse de 

probleme concrete sau se pot construi mental astfel de legŁturi (relaŞii). Intervin apoi cu schema ilu-

stratŁ în figura alŁturatŁ.  

 
A=mulŞimea formatŁ din elemente notate cu x (coĸul cu icĸi) 

f este legea (relaŞia) care asociazŁ fiecŁrui x ÍA un singur element y din B (f este lucrŁtorul, cutia nea-

grŁ) 

B=coĸul plin cu igreci 

 DefiniŞie: Se numeĸte funcŞie f definitŁ pe A cu valori ´n B o lege/relaŞie/convenŞie care asociazŁ 

fiecŁrui xÍA un singur yÍB. Se noteazŁ f:A­B sau A   
f
    B. 

 Elementul xÍA se numeĸte argumentul funcŞiei; x se mai numeĸte ĸi variabilŁ independentŁ 

(este liberŁ sŁ ia toate valorile lui A; y se mai numeĸte ĸi valoarea funcŞiei în punctul x sau variabilŁ 

dependentŁ de x). 

 A se numeĸte domeniul de definiŞie al funcŞiei, iar B se numeĸte mulŞimea în care funcŞia ia va-

lori (sau codomeniu); fac distincŞia între mulŞimea valorilor funcŞiei ( f(A) ) ĸi mulŞimea din care 

funcŞia ia valori.  
 DacŁ AôËA atunci notez f(Aô)={yÍB/ $ xÍA a.i. y=f(x) }=imaginea lui Aô prin funcŞia f; pentru 

Aô=A obŞin f(A)=imaginea lui A prin funcŞia f care se mai noteazŁ Imf. Avem Imf= f(A)ÌB. DacŁ 

BôÌImf atunci notez f
-1
(Bô)={xÍA/ f(x)ÍBô}=preimaginea mulŞimii Bô (imaginea inversŁ a lui Bô), 

aĸa cum pt yÍf(A), f
-1
(y)=<x>={xÍA/f(x)=y } =preimaginea lui y. Avem, evident, f

-1
(f(A))=A.  

 

 

 Egalitatea funcŞiilor 

  

 O funcŞie este definitŁ (datŁ, cunoscutŁ) dacŁ avem cele 3 elemente din definiŞia sa: A, B ĸi f; se 

mai noteazŁ funcŞia f:A­B sau (A,B,f) sau ((A,B),f).  

 DacŁ f:A­B ĸi g:Aô­Bô atunci spunem cŁ funcŞiile f, g sunt egale dacŁ ĸi numai dacŁ: 

                         1)A=Aô; 

                         2)B=Bô; 

                         3) f(x)=g(x), "x AÍ . 
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ModalitŁŞi de definiŞie a funcŞiilor 

 

a)funcŞia datŁ printr-o diagramŁ 

          
 ObservaŞi cum în fiecare dintre exemple, fiecŁrei steluŞe din A i se asociazŁ un singur yÍB. 

 

b)funcŞia datŁ printr-un tabel 

f:{1,2,3,4}­{a,b,c,d}    

 

Se observŁ cŁ f(1)=a, f(2)=b, f(3)=c, f(4)=b 

 

c)funcŞia datŁ prin formulŁ 

f: ­ , f(x)=
1

2 1

n

n

+

+
, x" Í  

 

d)funcŞia datŁ prin mai multe formule 

:f ­ , f(x)=
2 1, 3

4, 3

x x

x x

- ¢ë
ì
+ >í

 

 

e) pot exista funcŞii date prin descrierea unei reguli de asociere 

ex: sin x este ordonata punctului M de pe cercul trigonometric, asociat numŁrului x prin funcŞia de 

acoperire universalŁ a cercului trigonometric 

 

 

RestricŞia unei funcŞii 

 

DacŁ f:A ­B este o funcŞie ĸi Aô̧ Å ĸi AôËA atunci funcŞia  fAô:Aô­B cu fAô(x)=f(x), 'x A" Í  se 

numeĸte restricŞia funcŞiei f  la mulŞimea Aô. 

Ex: 1) f: ­ , f(x)=
2

3

1

x

x

+

+
 ĸi  :f ­ , f (x)=f(x), x" Í ; 

      2) g: ­ , g(x)=3x +1 ĸi g[-1,1]:[-1,1]­ , g[-1,1](x)=3x+1; 

f , g[-1,1] sunt restricŞii ale funcŞiilor f, respectiv g. 

 

 

 

 

 

x 1 2 3 4 

f(x) a b c b 
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Graficul funcŞiei 

 

DacŁ f:A­B este o funcŞie, atunci numim graficul funcŞiei f mulŞimea Gf A BÌ ³={(x,y)/y=f(x), 

xÍA} 

AtenŞie: în ce caz Gf=A³B? 

DacŁ AÌ , BÌ  atunci funcŞia f:A­B se numeĸte funcŞie realŁ de argument real, iar, în acest caz, 

Gf  se poate reprezenta geometric într-un reper cartezian ortonormat (x,0,y). Se obŞin astfel puncte în 

plan M(x,f(x)) care vor constitui reprezentarea geometricŁ a graficului funcŞiei f sau imaginea geome-

tricŁ a lui f sau, c©nd nu producem confuzie, scurt graficul funcŞiei f.  

Exemple: 

1)f: ­  f(x)=2x+1;                                                                 2)f:­ , f(x)=x
2
-6x  

 

          

3)f: ­ , f(x)=2 
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Ce urmŁrim la ,,lecturile graficeò 

 

 

1)Valoarea lui f într-un punct x0 pt f: ­ ; 

2)Citirea faptului cŁ un desen anume reprezintŁ graficul unei funcŞii; 

3)Citirea domeniului de definiŞie A ĸi f(A); 

4)Citirea monotoniei (creĸte, scade, este constantŁ, intervale de monotonie); 

5)Citirea soluŞiilor unei ecuaŞii de tipul f(x)=g(x); 

6)DiscuŞia ecuaŞiei f(x)=m, unde m este un parametru real; 

7)Citirea limitelor funcŞiei la °¤ sau la st©nga ĸi dreapta unui punct x0; 

8)Citirea faptului cŁ funcŞia f are sau nu o tangentŁ întreagŁ într-un punct de abscisŁ x0 (f este derivabi- 

lŁ în x0), punctele de întoarcere, unghiulare; 

9)Citirea unei valori aproximative a ariei subgraficului pentru o funcŞie f:[a,b]­ ; 

10)Citim comportamentul unui ĸir de numere reale atunci când xn+1=f(xn); 

11)ConstrucŞia graficului funcŞiei ïf, f(x-a), |f|, f(x)+a, kf, k
*Í ; 

12)Citirea intervalelor de convexitate (concavitate), a punctelor de inflexiune; 

13)Citirea semnului unei funcŞii pe un anume interval; 

14)Citirea asimptotelor oblice, orizontale, verticale; 

15)Citirea continuitŁŞii f pe un interval DÌ ; 

16)Citirea periodicitŁŞii funcŞiei; 

17)Citirea paritŁŞii funcŞiei; 

18)Citirea pantei graficului (vitezei de creĸtere/descreĸtere); 

19)Citirea valorilor de extrem local/absolut ĸi a punctelor de extrem; 

20)Citirea faptului cŁ f are proprietatea lui Darboux pe un interval; 

21)Citirea faptului cŁ f este injectivŁ, surjectivŁ, bijectivŁ (inversabilŁ). 

 

OperaŞii algebrice cu funcŞii 

 

DacŁ f,g:A­ , AÌ , atunci are sens sŁ vorbim despre 

f+g:A­ , (f+g)(x)=f(x)+g(x), x A" Í  

fÖg:A­ , (fÖg)(x)=f(x)Ög(x), x A" Í  

f

g
: Aô­ , 

f

g
(x)=

( )

( )

f x

g x
, x A" Í ô unde AôÌA ĸi g(x) 0̧, x A" Í ô 

Dar ĸi f
g
:Aôô­ , f

g
=f(x)

g(x)
, unde AôôÌA cu f(x)>0, x A" Í ôô 

Exemple: Pentru f: ­ , f(x)=
3 1, 5

2, 5

x x

x

- ²ë
ì
- >í

 ĸi g:­ , g(x)=
2

5 2, 1

1, 1

x x

x x

- ¢ë
ì
+ >í

 calculaŞi f+g, fg, 
f

g
, 

g(x)
f(x) 

 

 

 

 

 

Întocmim tabloul: 
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x 
             

2

5
           1                                5   

f(x)                                    -2                       )[         3x-1 

g(x)     5x-2                ](              x
2
+1            

(f+g)(x)          5x-4           ](              x
2
+1          )[          x

2
+3    

(fg)(x)    -2(5x-2)           ](            -2(x
2
+1)      )[       (3x-1)(x

2
+1) 

f

g
 

2

5 2x

-

-
  )(

2

5 2x

-

-
](            

2

2

1x

-

+
         )[         

2

3 1

1

x

x

-

+
 

(f(x)
g(x) 

///////////////////////////////////////////////////////)[           (
2 13 1)xx +-  

 

 

 

 

 

 

 

Compunerea  funcŞiilor 

 

 DacŁ A, B, C sunt mulŞimi ĸi f:A­B, g:B­C sunt funcŞii atunci g f este o nouŁ funcŞie definitŁ 

pe mulŞimea A cu valori ´n mulŞimea C care asociazŁ fiecŁrui x AÍ  un singur zÍC astfel 

g f(x)=g(f(x))=z. 

 
 g f se numeĸte compusa funcŞiei f cu funcŞia g. 

 Evident funcŞiile f ĸi g nu se pot compune decât dacŁ domeniul de definiŞie al lui g include codo-

meniul lui f. În ansamblul g f, prima care lucreazŁ este scrisŁ ultima! 

 Ex1) DacŁ f: ­ , f(x)=2x-1 ĸi g:­  , g(x)=x
2
-3x   

atunci (g f)(x)=g(f(x))=(2x-1)
2
-3(2x-1)=4x

2
-4x+1-3x+3=4x

2
-7x+4, x" Í . 

 În acest caz existŁ ĸi (f g)(x)=f(g(x))=2g(x)-1=2(x
2
-3x)-1=2x

2
-6x-1, x" Í  

 ObservŁm cŁ f g ģ f (VedeŞi cum (f g)(2)=5 (̧g f)(2)=6 ) 

 Ex2) DacŁ f: ­ , f(x)=2x-8 ĸi g:­ , g(x)= 
3 4, 2

2 , 2

x x

x x

- ¢ë
ì
- >í

 

atunci (g f)(x)=g(f(x))= 
3 ( ) 4, ( ) 2

2 ( ), ( ) 2

f x f x

f x f x

- ¢ë
ì
- >í

 = 
3(2 8) 4,2 8 2

2 (2 8),2 8 2

x x

x x

- - - ¢ë
ì
- - - >í

 =
6 28, 5

10 2 , 5

x x

x x

- ¢ë
ì
- >í

 

ĸi (f g)(x)=f(g(x))=2g(x)-8=
2(3 4), 2

2(2 ) 8, 2

x x

x x

- ¢ë
ì

- - >í
=

6 16, 2

2 4, 2

x x

x x

- ¢ë
ì
- - >í
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   3.DacŁ  f:RŸR, f(x)= 
3 x,x 5

2x 1,x 5

- ¢ë
ì
+ >í

 ĸi  g:RŸR, g(x)=
2x 5,x 1

x 4,x 1

- ¢ë
ì
+ >í

 atunci  

( )g f ( x )=
2 f ( x ) 5, f ( x ) 1

f ( x ) 4, f ( x ) 1

- ¢ë
ì

+ >í
 =

2( 3 x ) 5,3 x 1ĸi x 5

2( 2x 1) 5,2x 1 1ĸia 5

3 x 4,3 x 1ĸi x 5

2x 1 4,2x 1 1ĸi x 5

- - - ¢ ¢ë
î

+ - + ¢ >î
ì

- + - > ¢î
î + + + > >í

= 

1 2x,x 2ĸi x 5

4x 3,x 0ĸi x 5

7 x,x 2ĸi x 5

2x 5,x 0ĸi x 5

- ² ¢ë
î
- ¢ >î

ì
- < ¢î

î + > >í

= 

=

[ ]1 2x,x 2,5

4x 3,x

7 x,x ( ,2 )

2x 5,x ( 5, )

ë - Í
î

- ÍÅî
ì
- Í -¤î

î + Í ¤í

=

( )
[ ]
( )î

í

î
ì

ë

¤Í+

Í-

¤-Í-

,5,52

5,2,21

2,,7

xx

xx

xx

; 

( )
3 g( x ),g( x ) 5

f g ( x ) f ( g( x ))  
2g( x ) 1,g( x ) 5

- ¢ë
= = =ì

+ >í

3 ( 2x 5 ), 2x 5 5ĸi x 1

3 ( x 4 ), x 4 5ĸi x 1

2( 2x 5 ) 1, 2x 5 5ĸi x 1

2( x 4 ) 1, x 4 5ĸi x 1

- - - ¢ ¢ë
î
- + + ¢ >î

ì
- + - > ¢î

î + + + > >í

= 

=

( ]8 2x,x ,1

x 1,x

4x 9,x

2x 9,x (1, )

ë- Í -¤
î
- - ÍÅî

ì
- ÍÅî

î + Í ¤í

=
í
ì
ë

>+

¢-

1,92

1,28

xx

xx
; 

 

  PropietaŞi ale operaŞiei de compunere a funcŞiilor: 

DacŁ f:AŸB, g:BŸC ĸi h:CŸD sunt trei funcŞii care se pot compune în ordinea fgh AA  atunci 

( )( ) fghfghfgh AAAAAA ==  adicŁ 

( )( h g f ))( x (( h g ) f )( x ) ( h g f )( x ) h( g( f ( x ))), x A= = = " Í. 

                                                                          
DacŁ AxÍ , notez y=f(x), z=g(f(x)) ĸi t=h(z)=h(g(f(x))) 

1)( )h g f ( x )òparcurgeò traseul ABCD pe diagonala alŁturatŁ, adicŁ din x face y, din y face z, din z 

face t=h(g(f(x)));       

2) )( fgh AA parcurge traseul ACD unde h preia rezultatul, z, al acŞiuni lui fgA ĸi obŞinem 

h(z)=h(g(f(x)))        

3) fgh AA )( parcurge traseul ABD,adicŁ ghA  preia rezultatul acŞiunii lui f (adicŁ preia y=f(x)) ĸi 

obŞine h(g(y))=h(g(f(x)). 
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   Din 1, 2, 3 se vede cŁ pe orice  ñtraseuò din x se obŞine de fiecare datŁ acelaĸi h(g(f(x))), adicŁ 

fghfghfgh AAAAAA == )()( adicŁ obŞinem rezultatul: compunerea  funcŞiilor este asociativŁ. 

 

   FuncŞii injective, surjective, bijective (clasa a X-a): 

 

I. f:AŸB este funcŞia injectivŁ (sau injecŞie) dacŁ ĸi numai dacŁ pentru orice x1, x2ÍA cu x1 x̧2, avem  

f(x1) f̧(x2). AdicŁ ñoricarei perechi de icĸi diferiŞi ii asociazŁ imagini (igreci) diferiŞiò. O scriere obiĸ-

nuitŁ a acestei definiŞii este urmŁtoarea:  

(funcŞia f:AŸB este injectivŁ)Ú ("x1,x2ÍA cu x1 x̧2Ý f(x1) f̧(x2)  ĸi 

 f:AŸB nu este injectivŁ Ú $x1,x2ÍA, x1 x̧2  astfel încât f(x1)=f(x2), definiŞie obŞinutŁ prin negaŞia 

primei definiŞii. 

Ex: 1. f: Ÿ , f(x)=ax+b;a,bÍ ,a 0̧ este injectivŁ; 

Într-adevŁr, dacŁ  x1,x2Í  cu x1 x̧2 atunci f(x1)=ax1+b, f(x2)=ax2+b; presupunând, prin absurd cŁ 

f(x1)=f(x2) ar rezulta ax1+b=ax2+bÚ x1=x2 care este în contradicŞie cu alegerea acestora, rezultŁ 

f(x1) f̧(x2), adicŁ funcŞia este injectivŁ. 

2.f: \{}3 Ÿ \{}1 , f(x)=
3

5

-

+

x

x
este ĸi ea injectivŁ; dacŁ x1,x2Í \{}3 cu x1 x̧2 atunci din f(x1)=f(x2) 

rezultŁ 1 2

1 2

x 5 x 5

x 3 x 3

+ +
= Ú

- -
x1x2-3x1+5x2-15= x1x2-3x2+5x1-15Ú 8x2=8x1Ú x1=x2. 

  DacŁ A ĸi B sunt submulŞimi ale lui , atunci putem reprezenta grafic funcŞia f:AŸB. 

 
 

 Un grafic asemenea celui din figura (a) nu reprezintŁ o funcŞie injectivŁ pentru cŁ, aĸa cum se vede 

existŁ x1 x̧2 f(x1)=f(x2); adicŁ în acest caz existŁ drepte paralele la Ox care intersecteazŁ graficul 



 22 

funcŞiei în mai mult de un punct. Un grafic asemenea celui din figura (b) reprezintŁ o funŞie injectivŁ 

pentru cŁ orice paralelŁ la Ox intersecteazŁ graficul în cel mult un punct, adicŁ într-un punct sau nici 

un punct (astfel cŁ oricŁrei perechi de icĸi diferiŞi f ´i asociazŁ imagini diferite). 

   Aĸadar putem verifica ĸi grafic dacŁ o funcŞie este sau nu este injectivŁ cu regulile: 

   DacŁ orice paralelŁ la Ox intersecteazŁ graficul funcŞiei în cel mult un punct, atunci f este injectivŁ; 

   DacŁ existŁ o paralelŁ la Ox care intersecteazŁ graficul funcŞiei în mai mult de un punct (cel puŞin 

douŁ puncte), atunci f nu este injectivŁ. 

   Putem verifica ĸi fŁrŁ grafice cŁ o funcŞie nu este injectivŁ. 

Ex .1) DacŁ f: ­ , f(x)=x
4
-3x

2
+5 atunci f(-3)=f(3), deci existŁ x1=3, x2=-3 care deĸi sunt diferiŞi 

imaginile lor sunt egale; 

      2. DacŁ f:Ÿ , f(x)=x
3
-5x+8 atunci ne putem întreba unde f(x) ia valoarea 8, adicŁ x

3
-5x+8=8 

Ú x
3
-5x=0 care ne conduce la x(x

2
-5)=0 cu rŁdŁcinile x1=0,x2,3= 5°  deci ne oferŁ x1=0, x2= 5  

pentru care f(x1)=f(x2)=8; ca urmare f nu este injectivŁ. 

 

II.  Fie f:AŸB o funcŞie; aceasta este funcŞie surjectivŁ (surjecŞie) dacŁ toate elementele yÍB sunt 

imagini; deci (funcŞia f:AŸB este surjectivŁ)Ú (orice yÍ B,existŁ cel puŞin un xÍA a.î. y=f(x)) sau 

("yÍB,$ xÍA a.î. y=f(x)).  

   Putem verifica dacŁ o funcŞie este surjectivŁ "citind" diagrama sau graficul sŁu algebric(verificând 

definiŞia). 

   Mai întâi, prin negaŞie, sŁ vedem c©nd f nu este surjectivŁ: 

(f:AŸB nu este surjectivŁ)Ú ($ yÍB a.î."xÍA avem y f̧(x)) 

    Cu alte cuvinte, f:AŸB este surjectivŁ dacŁ ĸi numai dacŁ pentru orice yÍB, ecuaŞia y=f(x) are cel 

puŞin o soluŞie xÍA. 

 

Ex. 1) în diagrama alŁturatŁ 

FuncŞia f  este surjectivŁ(fiecare cerculeŞ este imagine) 

 

Ex. 2) f: Ÿ , f(x)=ax+b; a,bÍ , a 0̧ este surjectivŁ 

   Într-adevŁr, dacŁ yÍ , y=f(x)Ú y=ax+bÚ x=
1

a
(y-b),  

adicŁ y este imaginea numŁrului real x=
a

1
(y-b). 

Ex. 3) f: \{}3 Ÿ {}\ 1 , f(x)=
3

4

-

+

x

x
 este surjectivŁ. 

   DacŁ yÍ \{}1  atunci ecuaŞia y=f(x)Ú y=
3

4

-

+

x

x
 admite soluŞia x=

1

43

-

+

y

y
 realŁ deoarece y-1 0̧. 

SoluŞia x este diferitŁ de 3 deoarce dacŁ x=3 
1

3

-

+
Ú

y

y
=3 Ú 3y+4=3y-3 Ú 4=-3 (Fals). 

RezultŁ cŁ ecuaŞia y=f(x) admite o soluŞie xÍ \{}3  ĸi deci, f este surjectivŁ. 

   Din cele de mai sus rezultŁ ĸi cŁ f este surjectivŁ dacŁ ĸi numai dacŁ f(A)=B; Pentru A,B submulŞimi 

ale lui , dacŁ putem reprezenta grafic funcŞia, atunci putem "citi" pe grafic dacŁ funcŞia este surjecti- 

vŁ folosind una din regulile: 

a) f:AŸB este surjectivŁ dacŁ ĸi numai dacŁ orice paralelŁ la Ox dusŁ prin punctele lui BËOY , inter- 

secteazŁ graficul funcŞiei în cel puŞin un punct (un punct sau mai multe puncte) sau 

b) f:AŸB este surjectivŁ dacŁ ĸi numai dacŁ proiecŞia ortogonalŁ a graficului funcŞiei pe OY este ega-

lŁ cu B. Scriem B=ProyGf. 
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Ex. 4) f: Ÿ , f(x)=
í
ì
ë

>+

¢-

3,1

3,12

xx

xx
cu tabloul de variŞie 

 

 x ¤-           0         3            5           ¤                                                                                    

f(x) ¤-          -1       ](45          6           ¤                                                               

 

 

 

 

 

Sau ex. f:[ ] ( )¤Ç ,63,0 Ÿ[ )¤- ,9 de f(x)=x
2
-6x cu tabloul  

de variaŞie 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.  f:AŸB este bijectivŁ dacŁ ĸi numai dacŁ f este injectivŁ ĸi surjectivŁ, adicŁ pentru orice yÍB ecu-

aŞia y=f(x) are soluŞia unicŁ xÍA formula"are soluŞie é.. xAÍ " semnificŁ surjecŞia lui f, iar unicita- 

tea soluŞiei asigurŁ injectivitatea. 

   Pe grafic stabilim bijectivitatea cu ajutorul urmŁtoarei reguli: f:AŸB este bijectivŁ dacŁ ĸi numai da-

cŁ orice paralelŁ la Ox, dusŁ prin yÍBËOy intersecteazŁ graficul funcŞiei într-un singur punct, exem-

ple 3) ĸi 5) de la surjecŞie sunt exemple de funcŞii bijective. 

Raporturile injecŞiei, surjecŞiei, bijecŞiei cu compunerea funcŞiilor sunt stabilit e ĸi de urmŁtoarele teore-

me. 

                       T1. DacŁ f:AŸB ĸi g:BŸC atunci 

                         1) Din f,g injective, rezultŁ fgA injectivŁ 

                          2) Din f,g surjective, rezultŁ fgA surjectivŁ 

                          3) Din f,g bijective, rezultŁ fgA bijectivŁ 

 

                       T2. 

                                      1) DacŁ fgA este injectivŁ atunci f este injectivŁ 

                          2) Din fgA surjectivŁ atunci g este surjectivŁ 

                          3) DacŁfgA este bijectivŁ atunci f injectivŁ ĸi g este surjectivŁ 

 

DemonstraŞia ultimei teoreme se face prin reducere la absurd. 

FuncŞia 1A:AŸA,1A(x)=x, AxÍ" este bijectivŁ.FuncŞia 1A ĸi funcŞia 1B (nu-

mite funcŞii identice pe A, respectiv B) ne permit sŁ gŁsim ĸi alte proprietŁŞi 

ale compunerii funcŞiilor. 

  

 

 

 

x -¤         0             3            6         7           ¤                                       

f(x)              0            -9            0        7             ¤ 
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 Pe diagrama    

                   

 

 GŁsim fA1A(x)=f(1A(x))=f(x) adicŁ fA1A=f; 

 

 

 

Pe diagrama  
 

 

 

GŁsim cŁ (1BAf)(x)=1B(f(x))=f(x) adicŁ 1BAf=f;  dacŁ f: AŸA atunci 

fA1A=1AAf=f adicŁ în mulŞimea funcŞiilor FA={f:AŸA} funcŞia 1A este ele-

ment neutru la compunere. 

 
 

 IV. FuncŞie inversabilŁ: 

FuncŞia f:AŸB se numeĸte inversabilŁ dacŁ ĸi numai dacŁ existŁ o funcŞie g:BŸA cu propietŁŞile 

1)gAf=1A  ĸi 2)fAg=1B; În acest caz funcŞia g se numeĸte inversa funcŞiei f ĸi se noteaza  f
-1
. 

 

   TeoremŁ. FunŞia f:AŸB se numeĸte  inversabilŁ dacŁ ĸi numai dacŁ f este bijectivŁ. 

    DemonstraŞie: 

1)Fie f inversabilŁ, atunci$ g:BŸA cu fgA =1A ĸi gf A =1B. Din 1A bijectivŁ rezultŁ fgA  bijecti- 

vŁ, adicŁ f injectivŁ; din 1B bijectivŁ, adicŁ fAg surjectivŁ rezultŁ f neinjectivŁ; reunind cele douŁ re-

zultate rezultŁ f bijectivŁ. 

2)Presupunem f:AŸB bijectivŁ; atunci ByÍ"  ecuaŞia  y=f(x) are soluŞia x=g(y) unicŁ,AxÍ ; se 

vede cŁ x=g(y) este o lege care din fiecare yÍB obŞine un singur xÍA adicŁ g este o funcŞie g:BŸA ĸi 

(gAf)(x)=g(f(x))=g(y)=x=1A(x), de unde gA f=1A; pe de altŁ parte (fAg)(y)=f(g(y))=f(x)=y=1B(y), 

adicŁ fAg=1B. Din 1)si 2) rezultŁ teorema enunŞatŁ. 

 

Ex.1) Fie f:  Ÿ , f(x)=ax+b; a,bÍ  cu a̧ 0;" yÍ  ecuaŞia y=f(x)Úy=ax+b are soluŞia unicŁ 

x= ( )
1

y b
a
- Í  deci f bijectivŁ, totodatŁ funcŞia g(y)= ( )by

a
-

1
=f

-1
(y). 

Ex. 2) Fie f: \{3}Ÿ\{1},  f(x)=
x 4

x 3

+

-
; cum ecuaŞia y=f(x) cu y1̧, 

are soluŞia unicŁ x=
3y 4

y 1

+
Í

-
\{3},  rezulŁ f

-1
(y)=

1

43

-

+

x

y
; cum variabila 

se poate nota cu orice literŁ, putem scrie ĸi f
-1

(x)=
1

43

-

+

x

x
.   

VerificŁm pe câteva exemple ĸi cum "lucreazŁ" funcŞiile                          

f: \{3}Ÿ\{1} ĸi  f
-1
: \{1}Ÿ\{3} din exemplul anterior. 

 f(1)=
2

5

31

41 -
=

-

+
ĸi f

-1
(

2

5-
)= 1

2

7
2

7

1
2

5

4
2

5
3

=
-

-

=

-
-

+ö
÷

õ
æ
ç

å-

. 
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  f(0)=
3

4

30

40 -
=

-

+
 ĸi f

-1
ö
÷

õ
æ
ç

å-

3

4
=

4
3 4

03 0
4 7

1
3 3

-
+

= =
- -
-

. 

   f(4) = 8
34

44
=

-

+
 ĸi f

-1
(8)=

3 8 4 28
4

8 1 7

Ö +
= =

-
. 

 

 Cum obŞinem graficul funcŞiei inverse din graficul  unei 

funcŞii date? 

Pentru aceastŁ, sŁ observŁm cŁ dacŁ  punctul M(a,b)ÍGf 

atunci punctul M'(b,a)ÍGf
-1
 fŁc©nd reprezentarea geome- 

tricŁ în reperul cartezian ortogonal (xOy) obŞinem triun-

ghiul AMM'  dreptunghic ´n A ĸi isoscel în care prima bi-

sectoare este mediatoarea ipotenuzei[ ]',MM . Ca urmare, 

punctele M, M' sunt simetrice faŞŁ de aceasta.RezultŁ ur-

mŁtoarea regulŁ:    

       Se obŞine reprezentarea geometricŁ a graficului funcŞiei  

f
-1 
din reprezentarea geometricŁ a graficului f prin simetrie 

în raport cu prima bisectoare. DacŁ f este inversabilŁ, atunci 

f
-1
 este inversabilŁ. 

 

 V.  FuncŞii monotone: 

  Fie A,BÌ  douŁ mulŞimi nevide ĸi f:AŸB o funcŞie. 

1) FuncŞia f:AŸB se numeĸte crescŁtoare pe A dacŁ ĸi numai dacŁ pentru orice x1, x2ÍA cu x1<x2 

avem f(x1)¢f(x2); dacŁ pentru orice x1, x2ÍA cu x1<x2 avem f(x1)<f(x2) funcŞia f se numeĸte strict 

crescŁtoare pe A. 

2) DacŁ pentru orice x1,x2ÍA x1<x2 avem f(x1)²f(x2), atunci funcŞia f este descrescŁtoare pe A, iar 

când la orice x1, x2ÍA x1<x2 avem f(x1)>f(x2) funcŞia este strict descrescŁtoare pe A. 

 Folosind raportul R(x1,x2)=
1 2

1 2

f ( x ) f ( x )

x x

-

-
 (rata sau viteza de creĸtere a funcŞiei) putem reformula de-

finiŞiile anterioare astfel:  

 1) f :AŸB,(A,BÌ , nevide) este crescŁtoare pe A, dacŁ ĸi numai dacŁ,"x1, x2ÍA cu x1 x̧2 

avem 1 2

1 2

f ( x ) f ( x )
0

x x

-
²

-
 ĸi strict crescŁtoare dacŁ "x1,x2ÍA cu x1 x̧2 avem 1 2

1 2

f ( x ) f ( x )

x x

-

-
>0. 

            2) f:AŸB este descrescŁtoare pe A dacŁ ĸi numai dacŁ "x1,x2ÍA cu x1 x̧2 avem 

1 2

1 2

f ( x ) f ( x )

x x

-

-
¢0  ĸi strict descrecŁtoare dacŁ ĸi numai dacŁ "x1,x2ÍA cu x1 x̧2 avem 

1 2

1 2

f ( x ) f ( x )

x x

-

-
<0. 

 FuncŞiile f:AŸB (A,BÌ , nevide) crescŁtoare sau descrescŁtoare pe  A se numesc monotone pe A 

iar cele strict crescŁtoare sau strict descrescŁtoare pe A se numesc strict monotone pe A. 

 

Ex.1) f: Ÿ ,  f(x)=2x-1 este strict crescŁtoare pe  deoarece "x1,x2ÍR x1 x̧2  avem 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

f ( x ) f ( x ) ( 2x 1) ( 2x 1) 2x 2x
2 0

x x x x x x

- - - - -
= = = >

- - -
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 Ex. 2) g: Ÿ , g(x)=-5x+6 este strict descrescŁtoare pe  deoarece "x1,x2Í  cu x1 x̧2 avem 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

f ( x ) f ( x ) ( 5x 6 ) ( 5x 6 ) 5( x x )
5 0

x x x x x x

- - + - - + - -
= = =- <

- - -
. 

 

 Ex.3) 

f: Ÿ ,f(x)= ( )
î
í

î
ì

ë

²-

Í

¢-

5,103

5,2,3

2,12

xx

x

xx

este 

crescŁtoare pe  aĸa cum se 

poate"citi"ĸi pe graficul alŁturat; 

 

În tabloul de variaŞie al funcŞiei înscriem 

pe linia lui f(x), o sŁgeatŁ de tip st©nga 

jos - dreapta sus                    

faptul cŁ funcŞia este strict crescŁtoare pe 

intervalul pe care sŁgeata se gŁseĸte, ĸi 

cu o sŁgeatŁ de tip                faptul cŁ 

funcŞia este strict descrescŁtoare. În ace-

laĸi tablou pe linia lui x reprezintŁ dome-

niul de definiŞie (în cazul nostru 

=( )¤¤- ,  iar pe linia lui f(x) înscriem 

valorile funcŞiei în fiecare din punctele 

x, remarcabile ale domeniului de defini-

Şie. 

  ObservŁm pe reprezentarea geometricŁ 

a graficului funcŞiei noastre cŁ atunci 

când x parcurge (de la stânga la dreapta) 

intervalul( ]2,¤- ,y=f(x) creĸte (urcŁ) de 

la ¤- la 3; când x parcurge interva-

lul( )5,2 ,y=f(x) este constant egal cu 3 (staŞioneazŁ nu scade) iar când x parcurge intervalul [ )¤,5 , 

y=f(x) creĸte; în consecinŞŁ atunci c©nd x parcurge (de la ¤- la¤), y=f(x) fie urcŁ, fie staŞioneazŁ, 

adicŁ este crescŁtoare. 

ObservaŞie: funcŞia f:AŸ(AÌ ) f(x)=aÍ ,"xÍA, numitŁ funcŞia constantŁ pe A este crescŁ-

toare pe A dar în acelaĸi timp descrescŁtoare pe A;FuncŞiile constante sunt singurele funcŞii care sunt 

în acelaĸi timp crescŁtoare ĸi descrescŁtoare pe A 

Într-adevŁr dacŁ alegem un punct fix x0ÍA ĸi lŁsŁm x2 sŁ ia toate 

celelalte valori pe A, 

R(x0,x2)=
0 2

0 2 0 2 0 2

f ( x ) f ( x ) a a 0
0

x x x x x x

- -
= = =

- - -
; adicŁ R(x0,x2) 

este în acelaĸi timp 0² dar ĸi 0¢ . DacŁ R(x0,x2) este 0²  ĸi în 

acelaĸi timp R(x0,x2) 0¢ (f este crescŁtoare ĸi descrescŁtoare pe A 

Ý  R(x0,x2)=0 adicŁ f(x2)=f(x0),"x2ÍA,x2 x̧0 ĸi f este cons- 

tantŁ pe A. 

   Pe graficele din figurile care urmeazŁ, citim monotonia 

funcŞiilor reprezentate:                                                             Fig 1 

      x ¤-     0     2             5      6      ¤  

     

f(x) 
          -1   ](33 3.... )[53      8      ¤              
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        În figurile 1,2 avem funcŞii descrescŁtoare pe , iar în fig.3 

avem o funcŞie nemonotonŁ pe , deoarece pe( )1,-¤-  f este 

strict descrescŁtoare, pe intervalul[ ]3,1-  f este strict crescŁtoare,  

pe( )¤,3  f este din nou strict descrescŁtoare. 

 

 

 

 

Fig 2                                                   

 

 

  De observat cŁ funcŞiile strict monotone sunt ĸi monotone deoa-

rece dacŁ R(x1,x2)>0 atunci putem scrie R(x1,x2)²sau dacŁ 

R(x1,x2)<0 atunci R(x1,x2) este ĸi 0¢ . 

Dar funcŞiile monotone nu sunt  obligatoriu strict monotone. 

RelaŞia monotonie-strict monotone este 

ilustratŁ ĸi în diagrama alŁturatŁ. 

 

 

 

Fig. 3                           

 

 

VI. FuncŞii pare ĸi impare, funcŞii periodice:  

 

DefiniŞii: Fie AÌR cu A f̧. MulŞimea A se numeĸte simetricŁ pe  dacŁ ĸi numai  dacŁ xÍAÚ (-

x)ÍA. Exemple de mulŞimi simetrice: , , , , ,* * *, [ ]1,1- , [ ]aa,-  (cu a>0), [ ][ ]4,33,4 Ç--  

etc. în continuare, în aceastŁ secvenŞŁ dedicatŁ funcŞiilor pare ĸi impare  AÌ , A f̧ este o mulŞime 

simetricŁ. În acest context definim funcŞiile pare ĸi impare. 

 1 ) f:AŸB, AÌ (A mulŞime simetricŁ) este funcŞie  parŁ dacŁ ĸi numai dacŁ f(-x)=f(x),"xÍA. 

 2) f:AŸ este funcŞie imparŁÚ f(-x)=-f(x),"xÍA. 

  Pe reprezentarea graficŁ a funcŞiei "citim" cŁ f este parŁ observ©nd cŁ graficul admite axa Oy ca axŁ 

de simetrie ĸi cŁ f este imparŁ observ©nd cŁ originea axelor O( )0,0  este centru de simetrie al graficu-

lui. Din acest motiv este ĸi foarte important ĸi stabilim paritatea sau imparitatea funcŞiei. 

Ex.1) f: Ÿ , f(x)=x
4
+3x

2
+4 este funcŞie parŁ: 

f(-x)= (-x)
4
+3(-x)

2
+4=x

4
+3x

2
+4=f(x),"xÍR 

Ex.2) f: Ÿ , f(x)= xeste parŁ 

Ex.3) f: Ÿ , f(x)=x
3
-x este imparŁ 

Ex.4) f: Ÿ , f(x)=
2

x

x 1+
 este imparŁ  

Ex.5) f: Ÿ , f(x)=x
3
+x

2
+1 nu este parŁ ĸi nici imparŁ 

   

f:DŸ  se numeĸte periodicŁ dacŁ ĸi numai dacŁ $ T>0 incât f(x+T)=f(x),"xÍD; în acest caz 

numŁrul TÍR se numeĸte perioadŁ a funcŞiei f. 

DacŁ T este  perioadŁ a funcŞiei f:DŸ atunci kT, kÍZ*, este de asemenea perioadŁ. 
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   Într-adevŁr, dacŁ T este perioadŁ atunci f(x+T)=f(x),"xÍDmax: atunci f(x+2T)=f((x+T)+T))=f(x), 

"xÍDmax, adicŁ 2T este perioadŁ, iar dacŁ f(x+kT)=f(x),"xÍ , atunci 

f((x+k+1)T)=f((x+kT)+T)=f(x+kT)=f(x), în concluzie, f(x+kT)=f(x), x" Í  ĸi kÍN*. 

  În continuare f(x)=f((x-T)+T)=f(x-T)=f(x+(x-T)),"xÍ , adicŁ   -T este perioadŁ;  

acum din f(x+(-k)T)=f(x) rezultŁ f(x+(-k)T)=f((x+(-k)T-T+T)=f(x+(-k-1)T+T)=f(x+(-k-1)T)=f(x- 

(k+1)T) adicŁ numŁrul ï(k+1)T este de asemenea perioadŁ; deci f(x+kT)=f(x),"kÍZ* ceea ce încheie 

demonstraŞia teoremei. 

  Din cele spuse mai sus, rezultŁ cŁ odatŁ cu perioada T>0, f admite cŁ perioadŁ orice numŁr din fami-

lia { }*ZkTk Í . DacŁ odatŁ cu T>0, funcŞia nu admite ca perioadŁ ĸi alt numŁr T' cu  0<T'<T, atunci 

T este cea mai micŁ perioadŁ a lui f dintre cele  pozitive ĸi în acest caz T se numeĸte perioada princi-

palŁ a funcŞiei f. 

 

 Ex.1) Pentru f: Ÿ ,f(x)={x}(=partea fracŞionarŁ a lui x=x-[x]unde [x] este partea întreagŁ a lui x) 

f este periodicŁ cu perioada principalŁ Tp=1. 

 Citim acest lucru ĸi pe grafic:  

Pentru funcŞiilor periodice este suficient sŁ 

reprezentŁm grafic funcŞia pentru x[ ]T,0Í , 

grafic pe care ´l translatŁm apoi cu T unitŁŞi 

spre st©nga ĸi dreapta pentru a obŞine grafi- 

cele pentru intervale de tipul ( )kT , k 1 T+ Ìè øê ú                                                                                 

  Ex.2) f: Ÿ  al cŁrei grafic este  

ilustrat în figura alŁturatŁ reprezintŁ  

de asemenea o funcŞie periodicŁ;  

funcŞia este decisŁ de legea  

f(x)=(-1)
k
(x k) ,"x [ )k,k 1 ,kÍ + Í 

ĸi are perioada  Tp=2. 

 

 

VII . În aceastŁ secvenŞŁ ne propunem sŁ obŞinem procedeele de construcŞie a graficelor unor noi func-

Şii pornind  de la graficul funcŞiei f: Ÿ . Concret, ne propunem sŁ obŞinem graficele funcŞiilor:  

a)-f(x); b) f(x) f(x); c)f(x-a); d)f(x)+a; e)kf(x) unde aÍR* ĸi kÍ *,  din graficul funcŞiei f(x). 

 

a) Cum obŞinem graficul funcŞiei ïf(x) din 

graficul funcŞiei f(x)? 

                                                    

 

 

 

 

 

 

  Din tabloul alŁturat se observŁ cŁ în orice punct 

x0ÍDmax se obŞine -f(x0) prin schimbarea 

semnului lui f(x0)=y0 adicŁ din orice punct 

(x0,f(x0))ÍGf(x) se obŞine punctul (x0,-f(x0)) pe graficul funcŞiei ïf(x) ca ´n figurŁ. 

 

x -¤           x0               ¤                                           

f(x)              f(x0) 

-f(x)              -f(x0) 
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   RŁspunsul la întrebarea a) este urmŁtorul: obŞinem graficul funcŞiei ïf(x) din graficul funcŞiei f(x) 

prin simetrie în raport cu axa Ox. 

 

b) Cum obŞinem graficul funcŞiei )(xf  din graficul funcŞiei f(x)?                                                                      

Din )(xf =
í
ì
ë

<-

²

0)(),(

0)(),(

xdacŁxf

xfdacŁxf
 obŞinem 

rŁspunsul:  

Graficul funcŞiei )(xf  se obŞine din grafi-

cul funcŞiei f(x) astfel: porŞiunea graficului 

lui f(x) situatŁ deasupra axei Ox o lŁsŁm, 

iar porŞiunea graficului lui f(x) situatŁ sub 

Ox o transformŁm prin simetrie în raport cu 

Ox ca ´n figurŁ; obŞinem graficul  funcŞiei 

)(xf  situat în întregime deasupra axei Ox 

sau pe Ox. 

 

c) Cum obŞinem din graficul funcŞiei f(x),graficul funcŞiei f(x-a)? 

 

Din tabloul  

 

x -¤          x0            x0+a        ¤                                                                

f(x)              f(x0)       f(x0+a) 

f(x-a)             f(x0-a)     f(x0) 

 

Se vede cŁ dacŁ punctul M(x0, f(x0))ÍGf(x) atunci punctul Mô(x0+a, f(x0))ÍGf(x-a) , ceea ce revine la a 

spune cŁ din fiecare punct M(x0,f(x0)) al Gf(x) se obŞine punctul Mô(x0+a,x0) situat pe graficul funcŞiei 

f(x-a), cu alte cuvinte rŁspunsul la ´ntrebarea c) este: obŞinem graficul funcŞiei f(x-a) din graficul func-

Şiei f(x) prin translaŞie de-a lungul axei Ox, a graficului lui f(x), cu a unitaŞi; pentru a>0 translatŁm spre 

dreapta Gf(x), pentru a<0 translatŁm spre st©nga acest grafic. (vezi fig. 6,7)  
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d) Cum obŞinem graficul funcŞiei f(x)+a din graficul funcŞiei f(x)? 

 

Din tabloul 

 

        x       -¤           x0              ¤ 

      f(x)                     f(x0) 

  f(x)+a                    f(x0)+a 

 

se vede cŁ în punctual  x0 funcŞia f(x) ia valoarea  

y0=f(x0) iar funcŞia f(x)+a ia valoarea y0+a.  

  Aĸadar, rezultŁ regula (rŁspuns la întrebarea d): 

ObŞinem graficul funcŞiei f(x)+a din graficul func-                      Fig.8 

Şiei f(x) prin translaŞie de-a lungul axei Oy (pe ver-                                 

ticalŁ) cu a unitŁŞi; pentru a>0 graficul "urcŁ" iar pentru a<0  graficul "coboarŁ" cu a  unitŁŞi.   

                                                                               

e)Cum obŞinem din graficul funcŞiei f(x), graficul funcŞiei kf(x)? 

 

Din tabloul  

 

 

 

 

           Fig.9 

se vede cŁ y0=f(x0) se multiplicŁ de k ori. 

RŁspuns: ObŞin graficul funcŞia f(x) reutilizând de k ori y-ci lui f; punctele situate pe Ox rŁm©n nes-

chimbate iar restul graficului se "dilatŁ" sau "contractŁ". (vezi fig 9).  

 

 

       x      -¤        x0             ¤ 

    f(x)                  f(x0) 

  kf(x)                 kf(x0) 




