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., AM PORNIT PE UN DRUM SI DORIM SA AJUNGEM CAT MAI DEPARTE!”

Asa cum ne-au promis la primul numar al revistei ,,Matematici prahovene”, mai tinerii
nostri colegi, profesorii Cristiana Dumitrescu si Rdzvan Laiu au facut posibild aparitia
,,humarului 2” al revistei.

Acest numar este dedicat celei de-a XXXV-a sesiuni de comunicari metodico-
stiingifice a Filialei Prahova a Societatii de Stiinte Matematice din Roméania si demonstreaza
faptul ca exista activitati ale oamenilor ce nu se supun regulilor jocului electoral.

Profesorii, In general si profesorii de matematica in special, sunt generosi, au vise si
idealuri pe care doresc sa le impartaseasca tuturor celor ce sunt interesati. [ata de ce un numar
de7 dintre prestigiosii nostri colegi, fara sa primeasca ,,drepturi de autor” au trimis articole
spre publicare.

Colectivul de redactie, beneficiind numai de ajutorul logistic al conducerilor
Colegiului ,,M. Cantacuzino” Sinaia si Colegiului National ,,Nicolae Grigorescu” Campina, a
reusit sd tipareascd un numar de100 exemplare ale acestei reviste ce spera sa creasca §i sa
reuneasca tot mai mulfi colaboratori din filialele SSMR din judetul Prahova ( este vorba de
Filialele Ploiesti, Campina si Valenii de Munte) si de ce nu, si din alte filiale din tara. Am fi
onorati sa ni se alature ( chiar si numai episodic) si mentorii nostri de la Societatea de Stiinte
Matematice din Roméania si Gazeta Matematica- seriile B si A.

In speranta ci acest vis se va realiza, nu-mi ramane decat sa astept aparitia urmatorului
numar, cel din luna aprilie 2009.

In numele tuturor membrilor Filialei CAmpina a SSMR, le multumesc celor doi
redactori- Cristiana Dumitrescu si Rdzvan Laiu si colaboratorilor lor, pentru ca au uitat de ei
pentru a ne furniza noua, cititorilor, clipe de satisfactie intelectuala si motive de meditatie
ulterioara.

Campina, 10.11.2008 Profesor Gabriela Tanase

Pretedinte al Filialei CaAmpina
a Societatii de Stiinte Matematice din
Romania



SESIUNEA DE COMUNICARI METODICO-STIINTIFICE
A FILIALEI CAMPINA A S.S.M.R., LA A XXV-A EDITIE
Profesor Razvan Laiu si
Profesor Cristiana Dumitrescu
Colegiul “Mihail Cantacuzino”
Sinaia

Luni 7 aprilie 2008, la Colegiul National ‘“Nicolae Grigorescu” din Campina, a avut
loc cea de-a XXV-a editie a Sesiunii de comunicari metodico-stiintifice “Aspecte ale predarii
matematicii in gimnaziu si liceu” a Filialei Campina a Societatii de Stiinte Matematice din
Romania. Lucrarile au fost coordonate de doamna profesoara Gabriela Tanase, Presedinte al
filialei Campina a S.S.M.R., director al Colegiului “Nicolae Grigorescu” din Campina.

Ne-am bucurat de prezenta domnului profesor Nicolae Angelescu, Presedinte al
Filialei Prahova a S.S.M.R., Inspector general adjunct la Inspectoratul Scolar Judetean
Prahova, care a tinut un emotionant cuvant de deschidere. Totodatd a raspuns invitatiei
noastre domnul profesor Sergiu Popa, fost Presedinte al Filialet Campina a S.S.M.R.,
actualmente pensionar.

Au fost prezentate urmatoarele lucrari: “Alternative si interferente in abordarea
textului geometric” - profesor lon Stanciu de la Colegiul Militar “Dimitrie Cantemir” Breaza;
“Teorema rearanjarii si aplicatii” - profesor Dumitru Popa de la Colegiul “Nicolae Iorga”
Valenii de Munte; “Metode moderne de predare-invatare- evaluare” - profesor Cristiana
Dumitrescu de la Colegiul “Mihail Cantacuzino” Sinaia; “Aplicatii ale proprietatilor functiilor
de gradul I si gradul al Il-lea in studiul unor notiuni de fizica, la clasa a 1X-a” - profesor
Valentin Anghel de la Grup Scolar Forestier Caimpina; “O problema de grupare” — profesor
Razvan Laiu de la Colegiul “Mihail Cantacuzino” Sinaia; “Lectura si matematica” - profesor
Adrian Lungu de la Grup Scolar Energetic Campina; “Inegalitatea lui Jensen si aplicatii” -
profesor Victor Vulcu de la Colegiul Militar “Dimitric Cantemir” Breaza. Au participat la
lucrari profesori din Campina, Sinaia, Breaza, Baicoi si Vilenii de Munte. Dorim ca, asa cum
n fiecare an, in luna octombrie, are loc la Sinaia Sesiunea de comunicéri metodico-stiintifice,
organizata de Inspectoratul Scolar Judetean Prahova si Filiala Prahova a S.S.M.R., asa si in
luna aprilie sa aiba loc la Campina Sesiunea de comunicari metodico-stiintifice a Filialei
Campina a Societatii de Stiinfe Matematice din Romania.

La Sesiune a fost lansat primul numar al revistei noastre ‘“Matematici prahovene”.
Aceastd revistd apare sub egida Filialei Campina a Societdtii de Stiinte Matematice din
Romania. Ea este scrisd de profesorii de matematica si se adreseaza profesorilor de
matematica. Scopul principal al aparitiei revistei este schimbul de idei si cunoasterea
reciproca a preocuparilor profesorilor de matematica de pe Valea superioara a Prahovei si nu
numai.

Tn primul numar al revistei semneaza articole profesorii: Ion Stanciu de la Colegiul
Militar “Dimitrie Cantemir” Breaza, Razvan Laiu, Cristiana Dumitrescu, Florica Sapoiu de la
Colegiul “Mihail Cantacuzino” Sinaia, Gheorghe Albu, Petre Buruiana de la Grupul Scolar
“Ion Kalinderu” Busteni, Sinziana Dumitran, Adrian Lungu de la Grupul Scolar Energetic
Campina si Iulian Ana de la Grupul Scolar “Constantin Cantacuzino” Baicoi.

Revista se doreste a avea aparitie bianuala. Un numar va apare in aprilie iar altul in
octombrie.




APLICATII ALE FUNCTIILOR DE GRADUL I SI GRADUL I
iN STUDIUL UNOR NOTIUNI DE FIZICA LA CLASA A IX-A
Profesor Valentin Anghel
Grup Scolar Forestier
Campina

1) Miscarea rectilinie uniforma
Un punct material care se deplaseaza pe o traiectorie rectilinie cu o viteza constanta
,V” , porneste la un moment t; ,dintr-un punct x; si ajunge la timpul t; intr-un punct x; |,
realizeaza viteza constantd
v=2eTh )
tz _tl

d
x1 X2

t1
FIG.1 2

Daca notam cu : xo punctul de plecare , to timpul cand are loc plecarea iar cu x un
punct curent al traiectoriei in care se afla punctul material dupa un timp t , formula vitezei
devine :

X=X,
V= 2
= 2)

Prelucrand matematic relatia (2) , se obtine x(t) = vt — Vip + Xo , care reprezinta
ecuatia miscarii rectilinii uniforme si este o functie de gradul I , in variabila t . Deoarece
viteza si distanfa se exprima prin numere pozitive , rezultd ca aceastd functie este numai
crescatoare si graficul ei este situat in cadranul I (fig.2)

F

X

Xx(t) = vt - vi0 + x0
x0

[N
[+] to t -
FIG. 2

Se observa ca formula vitezei datd de relatia (2) aratd ca viteza se exprima ca fiind
tangenta unghiului format de dreaptd cu axa timpului , iar cum functia tangentd este

< . T . < . A . - - . .
crescatoare pe intervalul (0, Ej aratd ca viteza este cu atat mai mare cu cat masura unghiului

respectiv este mai mare . Deci viteza este egala cu panta dreptei ce reprezintd legea migcarii.

(fig. 3)
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2) Miscarea rectilinie uniform variata
Daca punctul material are la momentul tp  viteza Vo , iar dupa un timp t , are viteza
v , se defineste acceleratia momentana ca fiind
V-V
a= 0
t—t,
De aici rezulta ca v=at—at,+v, , care este legea vitezei in miscarea rectilinie

uniform variatd . Aceasta este reprezinta o functie de gradul I de argument t.

Folosind monotonia functiei de gradul I , adica pentru a > 0, functia este crescatoare ,
iar pentru a < 0, functia este descresc[toare , rezultd ca daca acceleratia este pozitiva , viteza
creste , deci are loc o accelerare , iar daca acceleratia este negativa , viteza scade , deci are
loc o deccelerare sau o infranare (fig. 4)

v
M
a=0
v = at - atd-+ v0-
va
v = at - at0 + vO
a<o0
[+] to }t
FIG. 4

Pe considerente fizice si matematice se deduce ca legea miscarii uniform variate rectilinii
este :

X(t) = %tz +Vot+X, (seconsiderda ty=0)

Aceasta este o functie de gradul II in variabila t, iar graficul ei este o parabola. Se disting
doua cazuri :

. .. . \Y . .
1) a > 0, functia are un minim care se obtine pentru t_ =--><0 deci functia este
a

crescatoare pentru t> 0, iar viteza v = at + v are graficul in fig. 4. to = 0 este o dreapta
tangenta la parabola , a carei panta creste ( fig. 5)



X panta=v
U panta=vo
s >t
FIG. 5
. . . V
2) a <0, functia are un maxim care se obtine pentru t,, = —;0 >0. lar pentru t>ty,

functia este descrescatoare (fig. 6)

A
XM
x0

/

>

tM t
FIG. 6

Se observa ca viteza initiald trebuie sa fie strict pozitiva pentru ca deplasarea sa aiba
loc . Datorita vitezei initiale , viteza punctului material are o mica tendinta de crestere pana la
tm , aceasta am putea sa o numim proprietate de inerfie . Aceastd miscare corespunde
incetinirii vitezei pand la o anumitad limita ,sau pana la oprirea definitiva . Rezolvand ecuatia
X(t) = 0 se poate afla timpul necesar opririi complete a punctului material.

3) Miscarea in camp gravitational

a). Aruncarea in sus
Un corp aruncat in sus cu viteza initiald vo # 0 , are ecuatia traiectoriei

g

h= _Etz +V,t , care este o functie de gradul II cu valoare maxima.
Pe considerente fizice se stabileste inaltimea maxima la care ajunge obiectul
2
: Ve
sianume h_ =—
max zg
Din punct de vedere algebric , la nivelul clasei a IX — a se stie ca functia are un
. b v, . . - AV
maxim pentru t . =—-—=—, iar valoarea maxima a functiei este h,,,=——=—.
2a g 4da 29

Asadar se obtine acelasi rezultat. Graficul legii este o parabola (fig. 7)



AN

h max.

o t max. > t

FIG.7

D). Aruncarea pe orizontala
Un corp aruncat pe orizontala cu o viteza initiala vo , de la indlfimea yo , are

legea de miscare : y=— g X2+,
2-v¢
Graficul traiectoriei este o parabold (fig. 8)
NY

y -
v
M

) X 7 X

FIG. &

- A v

Functia are un maxim pentru x =0, ymax. = Yo, ce reprezintd indl{imea de la care se
arunca corpul . Distanta la care ajunge corpul este solutia pozitiva a ecuatiei y(x) =0 , si
anume se obtine

Vo/2Yo

o

¢). Aruncarea pe oblica
Se arunca un corp cu viteza initiald vo , sub ununghi o fata de orizontala.
Prin rationamente specifice fizicii se deduce ecuatia traiectoriei

Z—%'Xz +X'tga
2v{ COS” o
Aceasta este o functie de gradul al II-lea , care are maxim . Din nou calculul
maximului pe baza cunostintelor de algebra , este acelasi cu cel stabilit prin rationamente

fizice si anume

X =

b vs-cos’a-tga V;-sina-cosa Vg -sin2a

Xy = ——
2a g g 29
y _ A _2v-tg'a-cos’a _vg-sinfa
™ 4a 49 29

Graficul traiectoriei este prezentat in fig. 9
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v0
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0 X max “x

FIG. 9

Aceste exemple au drept scop de a motiva studiul functiilor in general si de a arata ca
si functiile elementare, de gradul I si gradul al Il-lea isi gasesc aplicarea in modelarea unor
fenomene din fizica.
Bibliografie

1) Gheorghe Rizescu, Elena Rizescu — Teme pentru cercurile de matematica din licee, Editura
Didactica si Pedagogica, 1977

2) Cleopatra Gherbanovschi, Nicolae Gherbanovschi — Manual de fizica pentru clasa a 1X-a,
Editura Niculescu, 2004

TEOREMA REARANJARII
Profesor Dumitru Popa
Colegiul “Nicolae Torga”
Vilenii de Munte

Teorema

Fie (a, )i:fn un sir monoton crescator si (b, ),

i_in un sir finit oarecare. Sirurile (x,)

i=1n

monoton descrescator si (yi ) monoton crescator sunt obtinute prin permutarea termenilor

i=Ln
sirului (b, ),

i=1n *
n
Atunci avem relatia: Za < Za <>ay; .
i=1 i=1
Demonstratie

Fie 1<k <l <n si sirul (b ) obtinut din (bi )

i=Ln

prin permutarea termenilor b, si

i-in
b,. Avem Zaib{ —Zaibi =a.b, +ab, —a,b, —ab =—(a, —a,lb, —b,) . Deci valoarea
i=1 i=1

sumei scade dacad b, Si b, sunt ordonati crescator si creste dacd b, si b, sunt ordonati
descrescdtor. Aplicand procedeul in mod repetat se obtine inegalitatea din enunt.

Observatie
Rezultatul poate fi interpretat si astfel:
Daci sirurile (a )I i S (b, )i:fn sunt monotone de acelasi sens, atunci orice permutare a

n
termenilor sirului (b, ). ;- produce o scadere a valorii sumei Z:aibi .
i=1

11



Daci sirurile (a; ) Si (b)) sunt monotone de sens contrar, atunci orice permutare a

n
produce o crestere a valorii sumei z ab; .
i=1

termenilor girului (bi )i:fn

Aplicatii
1

a.
1) Daci (a;)_;. este un sir de numere naturale distincte atunci Z— < Z— :
‘ el Bl

Solutie

Considerdm sirul (a ( ) monoton crescitor obtinut prin permutarea sirului (a; ). . Atunci,

=1,n i=Ln "

cum sirul (a ( ) _i este un gir de numere naturale distincte, avem a, >1i,Vi =1, n. Deci sirurile

(a{ )i:fn si (Ilzj sunt monotone de sens contrar si avem: z z > Z Z_
i:l,n

i=1 i=1 | i=1 | i=1 |

5 ) . ) a‘n bn Cn an—l_i_bn—l_i_cn—l
2) Daca a,b,c>0 sine N atunci + + >
b+c c+a a+b 2

Solutie

Deoarece inegalitatea este simetricdi putem presupune a<b<c<a" <b"<c" si

1 1 1 5 5 a" b" c" . . -
. < < b Daca notam cu S = 5 + + 5 si aplicam de doud ori
+C c+a a+ +C Cc+a a+
succesiv teorema rearanjarii avem:
a" b" c"
S> + +
c+a a+b b+c
a" b" c"
> + +
a+b b+c c+a
Prin adunare obtinem
an +bn bn +Cn Cn +an an—l+bn—l bn—l+cn—l Cn—l+an—1
2S > + + > + +
a+b b+c c+a 2 2 2
-1 n-1 n-1 n n m-1 n-1
. a+b" +c . . X"+ X"+
Deci S > . S-a folosit inegalitatea Y > Y (vo<x<y
2 +y 2

3) Inegalitatea Cebasev

a) Daci (a, )I i S (b, )i:fn sunt monotone de acelasi sens atunci (Zn: q )[Zn: blj < n(zn:a b; j
i =1

i=1 i
n

i=1,n

b) Daci (a, )= si (b, )i sunt monotone de sens contrar atunci ( a ]( b,jz n(Za,b,j
i=1 i=1 i=1

Solutie
a)Presupunem ca (ai )i:fn si (bi )i:fn sunt monoton crescatoare (in caz contrar rationdm
analog). Atunci avem:

12



EENKONES
a), N si (b)), > sunt monotone de sens contrar atunci notim b; =-b;,i =1,n.

Rezultd ¢ iin S (b').ffn sunt monotone de acelasi sens. Atunci conform a) avem

ERYREN PR ES

4) Daci x, >0,i=1nsi a,ne N, iar a-n=1 atunci are loc relatia:

X, X, X, n
+ +ot >
(a—1)x, +ax, +..+ax, (a—1)x,+ax, +..+ax, (a—1)x, +ax, +..+ax,, an-1
Solutie
5 . . . X X X n
Notdm S =" ax; . Atunci putem scrie: ——+—2—+_ .+ —"1—>
=) S—-x, S-Xx, S-x, an-1

Considerdm sirurile (x )I i S (S ] la fel ordonate, si aplicdm teorema rearanjarii:

X X X
E=—2—+—2 4+ ... +—"
S—-Xx, S-—X, S—X,
X X X
E>—- 2 ot
S—X, S-—-X; S—-x
X X X
E>—"2 +—2 4. . +—"
S-x, S-x S—X,4
n n n
Z Xi : XI : XI
nNE>"2 —+ =+ + 2 Inmultind aceasti relatie cu a se obtine:
S-x, S-x, - X,
S S . . e
ankE > + +...+ . Se scade E din fiecare membru al inegalitatii si se
X, S—=X, - X,
obtine

ceea ce trebuia demonstrat.

(an-1)E>1+1+...+1 adica E >
%,_J

n.termeni

an-1
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MAREA UNIFICARE
(Realizari in matematica moderna)
Profesor Sinziana Dumitran
Grup Scolar Industrial Energetic
Campina

Tn luna august 1999 , la Universitatea d’Orsay din Paris, tindrul matematician francez
Christophe Breuil reuseste sa finalizeze, impreuna cu alti trei cercetatori de peste Atlantic, o
demonstratie prin care obtine rezolvarea uneia din cele mai fascinante si dificile probleme din
matematica moderna.

O parte importanta a acestui edificiu fusese deja construitd in urma cu cinci ani, o data
cu demonstrarea faimoasei teoreme a lui Fermat. Christophe Breuil a pus ultima ,,piatra’’ la
,,podul’” care uneste doua domenii ale matematicii, cel eliptic si cel modular.

In primul dintre acestea, matematicienii studiazi curbele eliptice, din care rezultd
proprietati aritmetice remarcabile ale numerelor intregi. In particular, ei vor sa afle daca
aceste curbe trec prin puncte de coordonate rationale, cate solutii posibile exista, dacad pot fi
gasite toate, daca existd o lege care guverneaza aparitia acestor puncte in lungul curbelor
eliptice.

In domeniul modular matematicienii manipuleaza forme geometrice stranii, de o
frumusete inegalabild. Aceste forme modulare sunt, de fapt, infinit simetrice: ele pot fi rotite
n ambele sensuri sau deplasate intr-o infinitate de moduri fara sa-si schimbe aspectul. Din
nefericire, ele nu-si dezvaluie splendoarea decét intr-un spatiu cu patru dimensiuni, pe care
nu-l putem vizualiza in universul nostru tridimensional.

Studiul formelor modulare i-a pasionat pe matematicienii secolului al X1X lea, apoi a
intrat Tntr-un con de umbra pana la mijlocul secolului al XX lea, cand tanarul cercetator
japonez Yukata Taniyama a avut o intuitie extraordinara: curbele eliptice si formele modulare
reprezintd aceeasi entitate matematicda. Ele sunt unificate prin intermediul codurilor lor.

Aceste coduri sunt siruri infinite de numere din care se pot deduce prozprietﬁ‘;ile
,,obiectului’’ pe care-1 reprezinta. De exemplu, studiul curbei eliptice de forma y2= X“+ax-+
b ,unde a si b sunt numere intregi, implica un volum de calcule imens. De aceea,
matematicienii prefera sa studieze o astfel de curba pentru valori ale lui X si y cuprinse in
intervale mai mici, cum ar fi intre 0 si 5. Toate celelalte valori sunt reduse la acest interval
printr-un procedeu simplu: numarul 5 este identificat cu numarul 0, numarul 6 cu numarul 1,
numarul 7 cu numarul 2, si asa mai departe. Aceasta structura, numita ,,grup ciclic de ordinul
5”7, permite sa afli mai usor dacad aceastd curba trece prin puncte de coordonate rationale.
Totusi, pentru a nu pierde informatii, acest studiu trebuie repetat pentru toate grupurile ciclice
al caror ordin este un numar prim: 2,3,5,7,11, ... Matematicienii extrag astfel din fiecare curba
elipticd o succesiune infinitd de numere, corespunzatoare solutiilor rationale pentru fiecare
grup ciclic. In domeniul modular se folosesc, de asemenea, coduri. Orice formad modulara
poate fi dezvoltata intr-o suma infinita de functii elementare. Coeficientii acestei sume sunt
numere intregi care constituie codul modular. Aceste doud coduri, care la prima vedere n-ar
avea nimic de-a face unul cu altul, sunt totusi strans legate: orice cod modular este eliptic si
orice cod eliptic este modular.

Dupa parerea lui Yukata Taniyama, aceste doud coduri ar putea fi identice. Pentru a se
convinge, el alege o forma modulara, 1i calculeaza codul si recunoaste in acesta codul unei
curbe eliptice. Cele doua siruri infinite de numere sunt identice. Calea inversa duce la acelasi
rezultat. Taniyama prezintd aceasta descoperire la un simpozion international de matematica
desfasurat la Tokyo in septembrie 1955, fiind sustinut de prietenul sau, matematicianul Goro
Shimura. Din pacate, aceastd unificare este primita cu scepticism. Deceptionat, tandrul
matematician japonez se sinucide in 17 noiembrie 1958, la varsta de 31 ani.

Tntre timp, matematicianul francez André Weil si Goro Shimura gisesc noi argumente
pentru a sustine strania corespondenta, care este numita oficial conjectura Shimura-Taniyama-
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Weil ( S-T-W ) (conjectura = un rezultat probabil adevarat, dar nedemonstrat incd). Aceasta
devine imediat un instrument matematic foarte puternic. Numeroase rezultate din domeniile
modular si eliptic sunt transpuse dintr-o parte in alta. Simple intuitii se transforma in
adevaruri profunde, probleme insolubile isi gasesc rezolvarea. Domeniile modular si eliptic se
completeaza reciproc pentru a descrie o entitate matematica mai profunda.

La sfarsitul anilor 60, podul este construit pe jumatate: André Weil a trasat drumul
care permite trecerea din domeniul modular n domeniul eliptic. Este partea usoara a
conjecturii.in acest timp, nimeni nu este in stare si parcurgi drumul invers, din lumea eliptica
in cea modulara. Aceasta situatie este foarte deranjanta. Tot mai multe ,,constructii’’ se ridica
pe podul lui Taniyama, care s-ar putea prabusi dacd s-ar dovedi falsitatea conjecturii, inca
nedemonstrata. Pentru viitorul citadelei matematicii, acest pod trebuie desavarsit.

Acesta este lucrul pe care si-1 propune in vara anului 1986 Andrew Wiles, un stralucit
matematician englez, emigrat la Universitatea Princeton din Statele Unite ale Americii, atunci
cand afld ca aceasta conjecturda permite demonstrarea ,,ultimei teoreme a lui Fermat’’, o
problema legendara ce rezistd in fata matematicienilor de mai mult de 350 de ani.

Andrew Wiles Pierre Fermat

Aceasta teorema, scrisa de Fermat pe marginea unei carti (,,Aritmetica’’ lui Diofante),
afirma ca nicio putere superioara lui 2 nu este egala cu suma a doua puteri analoage. Altfel
spus, relatia a"+b"= c" nu este adevirata pentru n > 2. Desi Fermat a afirmat intr-0 scrisoare
ca a gasit o frumoasa demonstratie a acestei propozitii, nimeni nu a dat de urma ei i nici nu a
fost in stare si o refaci. In anul 1985 matematicianul german Gerhard Frey a legat aceasti
teorema celebra de conjectura S-T-W. El a presupus, prin absurd, ca teorema lui Fermat este
falsa. Pentru o anumitd valoare a lui n , exista trei numere intregia, b, ¢ astfel incat a"+b"
=¢". Cu aceste numere intregi el a construit curba elipticd a ecuatiei y*= x (x—a")(x+b
") sii-a calculat codul eliptic. Apoi, cu ajutorul conjecturii S-T-W, a dedus forma modulara
asociata acesteia. Dar, asa cum a demonstrat americanul Ken Ribet, aceasta forma modulara
are proprietati atat de ciudate, incat nu poate fi modulara. Obtinindu-se un paradox, rezulta ca
ipoteza de plecare este falsa, deci teorema lui Fermat este adevarata. Pentru a demonstra cea
mai veche problema a matematicii moderne, la care Wiles visa de la varsta de 10 ani, este
suficient sa fie demonstratd conjectura S-T-W.

Wiles decide ca este suficient sia demonstreze doar o parte a conjecturii, in cazul
particular al curbelor eliptice semistabile. Acestea fiind insa foarte numeroase, implicd un
volum mare de munca. Primii doi ani ai cercetarilor sale secrete sunt consacrati explorarii
celor doua domenii. El 1si pune la punct strategia: va numara obiectele. Pentru a demonstra ca
fiecarei curbe eliptice semistabile ii corespunde o forma modulara, este suficient sa se arate ca
existd acelagi numar de obiecte in fiecare domeniu. Curbele eliptice si formele modulare vor fi
legate doua cate doua.

Dar, desi este usor sa numeri formele modulare, nimeni nu stie in schimb sa numere
curbele eliptice. Andrew Wiles elimind aceastd dificultate asociind fiecarei curbe eliptice o
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structura algebrica provenitd din alt domeniu al matematicii. Este vorba de ,,reprezentarile lui
Galois’’. ,,Podul’’ dintre lumea algebrei si domeniul eliptic, initiat de Evariste Galois in
secolul al X1X lea, a fost consolidat in anii 60-70 de matematicianul francez de origine rusa
Alexander Grothendieck. La capatul a sapte ani de eforturi Inversunate, utilizand un arsenal
de instrumente sofisticate si jongland cu cele mai moderne si delicate concepte, Andrew
Wiles reuseste in final sd numere reprezentdrile lui Galois. El poate de acum inainte sa
numere curbele eliptice corespunzatoare si sd verifice ca ele sunt tot atatea cate forme
modulare.

Pe 23 iunie 1993 isi expune rezultatele la o conferintd internationala de matematica.
Cateva saptamani mai tarziu apare insa o fisurd in demonstratia sa. Metoda de numarare a
reprezentarilor lui Galois nu este valabila in cazul utilizat, fapt care produce consternare n
lumea matematicii. Andrew Wiles face atunci apel la Richard Taylor, un fost elev de-al sau,
profesor la Universitatea din Cambridge, Marea Britanie. Impreuni reiau studiul si
verificarile. In 19 septembrie 1994 giseste o metoda mai simpla si mai directd de numirare. In
cateva saptamani toate verificarile sunt facute si faptul devine oficial: Andrew Wiles a
demonstrat ultima teorema a lui Fermat.

Dar, in timp ce atentia mass mediei este indreptata asupra acestui fapt, matematicienii
isi dau seama ca principalul merit al lui Wiles este demonstrarea unei mari parti a conjecturii
S-T-W, care deschide o noua era in matematica. Podul nu este inca terminat. Trebuie stabilita
corespondenta pentru toate curbele eliptice, nu numai pentru cele semistabile. Richard Taylor,
devenit profesor la Universitatea Harvard, se angajeaza sa termine aceastd muncad, ajutat de
alti doi matematicieni americani, Fred Diamond si Brian Conrad. Ei urmeaza acelasi drum, al
numaririi curbelor. In februarie 1998, dupa trei ani de eforturi si calcule teribil de complicate
si in ciuda unor progrese notabile, cei trei cercetatori sunt in impas, nereusind sa numere
reprezentarile lui Galois asociate tuturor curbelor eliptice ramase.

Tn acest moment ei primesc un mesaj de la Christophe Breuil, Tn care acesta descrie o
,clasificare a schemelor in grupuri finite si plate pe extensiile puternic ramificate ale
intregilor p’’. Acest studiu permite aranjarea convenabila a reprezentarilor lui Galois ramase
si completeaza astfel demonstragia. Dupa un an si jumatate de calcule suplimentare, Taylor,
Conrad, Diamond si Breuil termind, in sfarsit, demonstratia conjecturii Shimura-Taniyama-
Weil. Este un moment istoric ce incheie una din cele mai remarcabile realizari ale matematicii
din toate timpurile.

Bibliografie: Colectia revistei ,,Science & Vie”’

SIR CU SECVENTA DE NUMERE PRIME
Profesor Gabriela Leu
Colegiul “Mihail Cantacuzino”
Sinaia

In manuale, la capitolul “Inductie matematica “, este prezentat trinomul fin)=n*+n+1,
care are proprietatea ca pentru primele 40 valori numere naturale ,f(n) este numar prim.
Exemplul de mai sus “ilumineaza “ elevul, aratindu-i ca nu orice intuim, analizind un numar
finit de cazuri particulare, genereaza propozitii generale adevarate.

Am prezentat acest trinom , pentru ca el a stat la baza constructiei unei secvente de sir
formate numai din numere prime.
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Fie sirul (an)mso , dat prin formula de recurenta a,.=a,1 + 2n ,¥ n € N. Formula de

recurenta conduce la formula termenului general a,=ao +n +n?.
Dinay € (a, ) rezulta ca a,® € (an) , el fiind al ao-lea termen al sirului. Am cautat numere
prime asfel incit , pentru sirul (an)n.so , secventa de termini consecutivi intre “p” ,primul
termen al sirului , si “pz”(exclusiv) sa fie formata numai din numere prime .

Daca ap=3, a;=5, a,=9

Daca ap=5, a1=7, a=11, az=17 , a4=25

Daca ap=11, a1=13, a,=17 , a4=23 , a5=31, as=41 , a;=53 , ag=67 , ap=101 , a;0=121

Daca ap=17 , a;=19 , a,=23 , a3=29 , a,=37 , as=47 , as=59 , a;=73 , ag=89 , a,=107 ,
a10=127 , a11=149 , a1,=173 , a13=189 , a14=227 , a;5=257 , a15=289

Daca ap=41 , a;=47 , a,=53 , a3=61 , a4,=71, as=83 , as=97 , a;=113 , ag=131, ays=151 ,
a10=173 , a;1=197 , a;,=223 , a;3=251 , a14=281 , a15=313 , a14=347 , a17=383 , a;5=421 ,
a19=461 , a»0=503 , a,1=547 , a2=593 , a,3=641 a,,=691 , a;=743 , a»=797 , a,7=853 ,
ag=911 , a9=971 , a3,=1033 , a3;=1097 , a3,=1163 , az3=1231 , a3,=1301 , azs=1373 ,
Azs=1447 , a3;=1523 , a33=1601 , azo=1681

Am cautat siruri descrescatoare (b,) n>0 , bn= bna — 2n (cu formula termenului general
ba=bo — n — n?) , astfel incit plecind de la by=p® sa ajung la al b,-lea termen ,egal cu p, printr-o
secventa de numere prime.

Daca bp=9, b;=7, b,=3

Daca bo:25 , b,=23 , b,=19 , b3: 13, bs=5

Daca bo:49 , b,=47 , b,=43 , b3:37 , bs=29 , b5:19 , b6:7

Daca by=169 , b;=167 , b,=163 , b3=157 , bs=149 , bs=139 , be=127 , b;=113 , bg=97 ,
b9:79 s b10=59 , b11:37 s b12:13

Conditii necesare pentru alegerea numarului prim astfel incit sa se realizeze secventa
- pentru sirul crescator este necesar ca p € { 60k+11 , 60k+17 , 60k+41, 60k+47 / k € N}
- pentru sirul descrescator este necesar ca p € {60k+7 , 60k+13 , 60k+17, 60k+23, 60k+37
, 60k+43 , 60k+47, 60k+53 / k € N}
lata alte exemple de secvente obtinute plecind de la sirul (by) >0 , bn=bn1 — 2N, unde by
= p si ultimul termen al secventei este cel mai mic numar natural, termen al sirului
Pentru b (=13, urmatorii : 11, 7,1
b =19, urmatorii : 17, 13,7
b =43, urmatorii: 41,37,31,23,13,1
b ¢=73, urmatorii : 71,67 ,61,53,43,31,17,1
b (=109 , urmatorii : 107 , 103,97, 89,79, 67,53, 37, 19.

FUNCTII INTEGRABILE RIEMANN
Profesor Gheorghe Albu

Busteni

Notiunea de integrala a aparut din nevoia practica de a determina aria unei figure
plane, dar si din unele considerente de fizica (mecanica).

Pentru a calcula aria domeniului plan determinat de parabola normala y=x?, axa Ox si
dreapta x=1. Cavalieri ( si alti matematicieni inaintea lui) procedau astfel: imparteau inervalul
[0,1] in “n” parti egale si calculau ariile dreptunghiurilor partiale, de baza 1/n si inaltime
k?/n?, deci de arie k?/n® (fig 1)
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Aria acoperita de dreptunghiuri este %Zkz :Mﬁrwl)
n

care pentru N — o
Py 6n

devine 3 rezultat correct bine cunoscut. In Analiza Matematica exista mai multe moduri de a

defini “integrala” si aceasta poarta numele matamaticianului care a studiat-0: Riemann,
Darboux, Lebesgue.
Functia lui Dirichlet f :R —> R

1,daca, x
f(0 = -
0,daca,xe R—Q
nu este integrabila Riemann dar este integrabila Lebesgue si are integrala nula pe orice
multime A c R, masurabila Lebesgue.

Indiferent de denumirea integralei, in esenta lucrurile stau astfel: se defineste o anume
“schema” (procedura) S prin care putem asocia unor anumite functii reale, un numar bine
determinat (unic).

A integra o functie f :[a,b]— R, relativ la o schema S, inseamna a determina un
numar S(f) asociat lui f, prin mijloacele schemei.

Una dintre cele mai utile (spectaculoase) aplicatii ale integralei Riemann este
urmatoarea: daca un sir de numere reale (a,)_, poate fi imbracat in haina (costumul)

18 (K . i
a, :szzl: f(ﬁj atunci lima, = ! f (x)dx

Majoritatea manualelor de Analiza Matematica fac trimitere la acest instrument
important. Exemplu:

. 1 1 1 101 1 1 13 1
lim —+—+..+—— |=lim=| —+——+..+—— =Im—2—:
e\ N+l n+2 n+n n

1

1
1 ax- In(L+x)_=In2.
5 1+ X 0

O alta aplicatie importanta a integralei Riemann este calculul ariilor cuprinse intre
anumite curbe plane: de exemplu y = x> —4x+6 si y* =9x.

A
y*=9 ’_
y=x%-4x+6
o xi=1 o=d X
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T 2 l 3 2 4
A:J‘(S«/x—x +4x—6)dx= 2XVX ==X 4+2x°—-6x | =5
1 3 1

Referitor la integrala Riemann, una din problemele dificile este create de proprietatea
de monotonie a acesteia. Daca f,g:[a,b]—> R sunt functii integrabile astfel incat:

f(x)< g(x), vx € [a,b] atunci 'T f(x)dx < jlg(x)dx .

Exemplu (Examen de Bacalaureat 1989)
1

Sa se arate ca f(z —e )dx >1.
1

2

Solutie: Fie functia f:[_%’ﬂ_)R’ f(x)=2—e™. Avem: f'(x)=2xe™*,

f(x)=0=x=0

X — 0 0 + 00

f T § R S R N T A S S

f 2 2
-_ .,

ldx =1

eV |

f(x)dx >

N |

f(x)> f(0)=1 si deci

N[~
|
N

Marele matematician german Riemann (1826-1866) a murit de tuberculoza la varsta
de 40 de ani. Pe vremea cand era student, profesorul sau, dandu-si seama de capacitatea lui, i-
a pus la dispozitie biblioteca sa personala si I-a autorizat sa nu urmeze regulat cursurile.
Printre cartile luate de Riemann, a fost si celebrul Tratat al lui Legendre de Teoria numerelor,
859 pagini, care desigur nu era si nu este usor de insusit (ingerat). Mare i-a fost surpriza
profesorului lui Riemann cand, dupa 6 zile, cartea i-a fost restituita. Intrebat pana unde a citit-
o, Riemann a raspuns: “Este o carte admirabila, am inteles-o in intregime”.

Ceea ce impresioneaza dureros cand studiezi viata lui Riemann este faptul ca pana la
varsta de 33 de ani, a dus o viata de privatiuni, iar cand la aceasta varsta a ajuns sa ocupe
locul lui Dirichlet, era atins de mult de tuberculoza, boala care I-a dus la moarte, la varsta de
40 de ani, neimplinita.

Atat Riemann cat si Abel, poate nu ar fi murit de tuberculoza, daca ar fi fost intelesi si
sustinuti de figurile proeminente ale vremii.

Profesorul N. Dinculeanu spunea ca diferenta dintre integrala Riemann si integrala
Lebesgue este urmatoarea: cand numaram banii dintr-un sac unde sunt banknote multe si
diferite, Riemann le ia pe rand si le insumeaza, in timp ce Lebesgue rastoarna sacul, pune
bancnotele de aceiasi valoare una peste alta, si dupa aceea le insumeaza. Se pare ca procedeul
lui Lebesgue este mai eficient (inteligent)
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MATODE MODERNE DE PREDARE - iNVATARE - EVALUARE
Profesor Cristiana Dumitrescu
Colegiul ,,Mihail Cantacuzino”
Sinaia

“ Privita sub raport functional si structural, metoda poate fi considerata drept
un model sau un ansamblu organizat al procedeelor sau modurilor de realizare practica a
operatiilor care stau la baza actiunilor parcurse in comun de profesor si elevi si care conduc in
mod planificat (programat) si eficace la realizarea scopurilor propuse.

I. Cerghit

Procesul instructiv — educativ reprezinta o activitate complexa, constituita dintr-o
continua impletire de actiuni de predare si actiuni de invatare, in cadrul carora metodologia
didactica (sistemul metodelor de instruire si educare) ocupa pozitia centrala:

Actiunea instructiv — educativa este un proces de transformare a omului, ce se
desfasoara in conditii specifice, in care interventiile profesorului in obtinerea unor
modificari in personalitatea elevilor sunt intampinate de propia actiune de invatare a acestora.

In acceptiunea moderna, metodele de invatamant reprezinta modalitati de actiune,
instrumente cu ajutorul carora elevii, sub indrumarea profesorului, isi insusesc cunostintele,
isi formeaza si dezvolta priceperi si deprinderi intelectuale si practice, aptitudini, atitudini.

Sistemul de metode de instruire si educare se refera la urmatoarele aspecte: 1)la modul
cum se transmit si se asimileaza cunostintele; 2)La dezvoltarea unor calitati intelectuale si
morale; 3)La controlul dobandirii cunostintelor si al formarii abilitatilor intelectuale si
practice

Rezulta ca metodele servesc la atingerea a trei scopuri fundamentale: scopuri de
cunoastere, care se refera la stapanirea metodelor si normelor de gandire; scopuri de instruire,
care se refera la asimilarea de cunostinte, perceperi, deprinderi, tehnici si operatii de lucru;
scopuri formative, care se refera la formarea si perfectiunea trasaturilor de personalitate.

Metoda didactica reprezinta o tehnica de care profesorul si elevii se folosesc in
actiunile de predare si invatare, asigurandu-le realizarea in practica a activitatilor anticipate si
proiectate, evidentiind o modalitate de lucru un demers programat care se afla in permanenta
in atentia profesorului si care constituie pentru acesta subiect de reflectie.

/ N\

Continutul instruirii

Resurse Resurse
umane Metoda materiale
$ didactica
Obiective Principii si
norme
Verificare, evaluare si notare L
L

Dezvoltarea si modernizarea metodologiei didactice reprezinta un proces continuu,
determinat de urmatorii factori: ritmul rapid al schimbarilor care au loc in societate; cererea
crescanda de educatie; exigentele care stau in fata procesului de invatamant; problematica tot
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mai complexa a procesului de predare si invatare; cresterea rolului stiintelor si acumularile
inregistrate in domeniile stiintifice; necesitatea apropierii practicii scolare, a predarii, de
procesul de invatare etc.

Una din directiile de baza ale perfectionarii metodologiei didactice o constituie
accentuarea caracterului euristic de activism si creativitate al metodelor de construire si
educare.

Clasificarea metodelor de invatamant:
Clasificarea 1

1) metode de predare a materialului nou, de fixare a cunostintelor, de formare a
perceperilor si deprinderilor: Expunerea; Conversatia; Demonstratia; Munca cu
manualul si cartea; Observarea independenta; Exercitiul

2) metode de verificare si apreciere a cunostintelor priceperilor si deprindelor:
Verificarea orala; Lucrari scrise; Verificarea cu ajutorul masinilor

Clasificarea 2:

1) metode bazate pe actiune: Exercitiul; Lucrarile de laborator; Lucrarile de atelier;
Munca cu manualul si cartea

2) metode simbolice: Expunerea; Conversatia

3) Metode iconice: Demonstratia; Observarea; Excursiile si vizitele

Clasificarea 3:

1) Metode si procedee expoziteo — euristice: Povestirea; Explicatia; Prelegerea;
Conversatia; Problematizarea; Descoperirea; Demonstratia; Modelarea; Observatiile
independente; Munca cu manualul si alte carti; Lucrari experimentale; Lucrari practice
si aplicatii; Lucrul in grup

2) Metode si procedee algoritmice: Algoritmizarea; Instruirea programata; Exercitiul

3) Metode si procedee evaluativo — stimulative: Observarea si aprecierea verbala;
Chestionarea orala; Lucrarile scrise; Verificarea prin lucrari practice; Examenele;
Scarile de apreciere.

Clasificarea 4:

1) Metode de comunicare orala: Metode expozitive(afirmative); Metode
interogative(conversatii dialogate); Metoda discutiilor si dezbaterilor; Metoda
problematizarii

2) Metode de comunicare bazate pe limbajul intern: Reflectia personala

3) Metode de comunicare scrisa: Lectura

4) Metode de explorare a realitatii: Metode de explorare nemijlocita (directa) a realitatii
(observatia sistematica independenta; experimental); Metode de explorare mijlocita
(indirecta) a realitatii (Metode demonstrative; Metode de modelare)

5) Metode bazate pe actiune: Metode bazate pe actiunea reala (Exercitiul; Studiul de caz;
Proiectul sau tema de cercetare — actiune; Lucrari practice); Metode de simulare,
bazate pe actiunea fictive (Metoda jocurilor; Metoda dramatizarii; Invatare pe
simulatoare)

Prezentarea unor metode didactice moderne
PROBLEMATIZAREA
Urmareste dezvoltarea gandirii independente si productive a elevilor. Se creaza
situatii — problema care sa tina cont de natura obiectului de studiu si a temei respective. Elevii
vor realiza situatia problema si vor elabora solutia ei.
Pentru rezolvarea situatiilor — problema, elevii parcurg urmatoarele etape
fundamentale:
1) perceperea problemei ca atare si a primilor indici orientativi pentru rezolvare
2) Profesorul descrie situatia — problema
3) Elevii constientizeaza existenta unei situatii — problema.
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4) Elevii resimt dorinta de a rezolva

5) Studierea aprofundata, intelegerea problemei si restructurarea datelor sale, prin
activitatea independenta a elevilor

6) Cautarea solutiilor posibile la problema pusa

7) Analiza conditiilor

8) Formularea ipotezelor

9) Verificarea ipotezelor

10) Obtinerea rezultatului final si evaluarea acestuia prin confruntarea / compararea
diferitelor variante.

PROIECTUL

Metoda interactiva care consta intr-o activitate ampla, realizata individual sau in grup.
Elevii efectueaza o cercetare la baza careia se afla obiective practice si se finalizeaza intr-un
produs material. Incepe in clasa, se desfasoara acasa si se incheie acasa.

Capacitatile evaluate in timpul realizarii proiectului sunt: metoda de lucru; utilizarea
corespunzatoare a bibliografiei; corectitudinea, acuratetea stiintifica; organizarea ideilor si
materialelor intr-un raport; calitatea prezentarii.

PORTOFOLIUL

Este o colectie exhaustiva de informatii despre programul scolar al unui elev, obtinut
printr-o varietate de metode si tehnici de evaluare.

Portofoliul contine:selectii de insemnari care exemplifica reflectii, originalitate,
intelegere, produse care arata procesul de dezvoltare, produse care indica interesele, stilul
elevului si folosirea unei varietati de inteligente.

METODA CUBULUI

Este o strategie de predare utilizata pentru studierea unei teme din sase perspective
diferite: descrie, compara, asociaza, analizeaza, aplica, argumenteaza pro sau contra. Se poate
lucra in perechi sau grupuri restranse. Metoda poate fi folosita in orice moment al lectiei.

METODA EXERCITIULUI

Executarea constienta si repetitia unor operatii cu scopul dobandirii unei deprinderi
automatizate sau semiautomatizate care vizeaza activitatea educativa.

Obiectivele acestei metode sunt: sa fixeze cunostintele teoretice, sa creeze abilitati de
transpunere a acestora in practica, sa dezvolte deprinderea de munca independenta a elevilor,
sa dezvaluie profesorului eventualele lipsuri in cunostintele teoretice ale elevilor,
sa stimuleze capacitatile creative ale acestora .

ALGORITMIZAREA

Algoritmul = suita de operatii ce se cer parcurse intr-o ordine aproximativ constanta.

Un algoritm este caracterizat prin trei note definitorii: caracterul précis, succesiunea
determinata a etapelor si operatiilor: valabilitatea sa pentru o intreaga clasa de probleme;
finalitatea certa.

Prin algoritmizare elevul isi insuseste cunostintele prin simpla parcurgere a unei cai
deja stabilite, cunoscute.

Algoritmizarea desi considerata ca metoda de invatamant, poate fi prezenta in
interiorul oricarei metode didactice.

Exemple: instruirea programata si autoinstruirea asistate pe calculator, se bazeaza in
mare parte pe algoritmizare iar exercitiul prezinta o structura algoritmica.
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JOCUL DE ROL

Face parte din categoria metodelor active de predare — invatare si se bazeaza pe
simularea unor functii, relatii, activitati, fenomene, sisteme. Elevii devin “actori” ai vietii
sociale a elevilor, pentru care se pregatesc.

Metoda poate fi utilizata pentru: Facilitarea inserfiei sociale a elevilor datorita
invatarii! Formarea si modelarea comportamentului uman; Dezvoltarea capacitatii de empatie
si intelegere a opiniilor, trairilor si aspiratiile celor din jur; Dezvoltarea capacitatii de a
surprinde, de a intelege si evalua opiniile si orientarile valorice ale conditiilor cu care
reactioneaza; Formarea capacitatii de a rezolva situatii problematice; Formarea si
perfectionarea aptitudinilor de munca in grup si de conducere colectiva

Etape in utilizarea jocului de rol: 1)ldentificarea situatiei interumane care se preteaza
la simulare prin jocul de rol; 2)Alegerea partenerilor si construirea lor; 3) Invatarea
individuala a rolului de catre fiecare participant; 4)Interpretarea rolurilor de catre toti
participantii; 5)Dezbaterea cu toti participantii a modului de interpretare si reluarea
secventelor in care nu s-au manifestat comportamentele asteptate.

MODELAREA

Metoda de explorare indirecta a realitatii cu ajutorul unor sisteme numite modele. La
baza modelarii sta analogia dintre model si sistemul original pe care il reprezinta.

Clasificarea modelelor
1) Dupa structura lor: Modele obiectuale (corpuri geometrice, machete); Modele figurative
(scheme, reprezentari grafice etc.); Modele simbolice (formule, legea matematica)
2) Dupa forma lor: Modele materiale; Modele ideale (ecuatii logico-matematice).
3) Dupa rolul indeplinit: Modele explicative (diagrame de desfasurare a programului)
Modele predictive (dezvaluie transformarile care vor surveni pe parcurs in sistemul studiat:
grafurile conceptelor)

INVATAREA PRIN SIMULATOARE DIDACTICE

Simulatoarele sunt sisteme analoage sau izomorfe cu o categorie de obiecte sau situatii
reale.

Aceasta metoda urmareste: Facilitarea studierii si explicarii actiunilor complexe;
Facilitarea observarii partilor componente ale sistemului; Formarea unor abilitati tehnice
specifice; Verificarea unor priceperi, deprinderi, cunostinte.

MOZAIC

Grupele de elevi au un monitor care a fost pregatit de catre profesor. Se aleg teme
diverse, pe care monitorii le prezinta in grupa lor. Elevii discuta intre ei, rezolva exercitiile
date de profesor dupa discuta cu monitorul. Se modifica grupele, astfel incat sa existe intr-o
grupa cate un reprezentant din celelalte grupe. Fiecare reprezentant devine un raportor in fata
noii grupe, prezentand ceea ce au avut de lucrat. Se revine apoi la lucrul in clasa, profesorul
fixand exercitiile, dand noi exercitii, evaluand.

PUZZLE
Se studiaza acelasi tip de probleme dar pe exemple diferite. Se organizeaza grupurile,
se rezolva sarcina de lucru si apoi se prezinta produsele, discutandu-se rezultatele.
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O PROBLEMA DE GRUPARE
Profesor Razvan Laiu
Colegiul “Mihail Cantacuzino”
Sinaia

1) Enuntul si rezolvarea problemei
Enuntul problemei

Fie multimea numerelor naturale cuprinse intre 1 si 100 M={1,2,3,....100}. Sa se
demonstreze ca din aceastd mulfime nu se pot forma 10 grupe a cate 10 numere, diferite,
astfel Incat in fiecare grupa, suma a 8 numere sa fie egald cu dublul sumei celorlalte doua.
Observatie

Gruparea din enuntul problemei este de fapt o partitie a multimii M 1n 10 submul{imi
disjuncte a cate 10 elemente, a caror reuniune este M. Va trebui sd8 demonstram ca o astfel de
partitie, care sa indeplineasca conditia din problema, nu exista.

Definitie

VVom denumi cu termenul “cele 8” cele 8 numere dintr-o grupa care intervin in
conditia problemei, adica a caror suma este egala cu dublul sumei celorlalte doua.

Vom denumi cu termenul “cele 2” cele 2 numere dintr-o grupa care intervin in
conditia problemei, adica cele pentru care dublul sumei lor este egal cu suma “celor 8”
Rezolvarea problemei

Ca la orice problema in care trebuie demonstrat cd ceva nu existd, se foloseste metoda
reducerii la absurd, presupunand ca acel ceva exista. Problemele de existentd si non-existenta
le-am tratat pe larg impreuna cu domnul profesor Albu Gheorghe din Busteni intr-0 lucrare
sustinuta la Sesiunea de Comunicari Stiintifice de la Sinaia.

Revenind la rezolvarea problemei, presupunem prin absurd ca cele 100 de numere se
pot grupa in 10 grupe a cate 10 numere astfel incat in fiecare grupa suma “celor 8” este egala
cu dublul sumei “celor 2”.

Pentru simplitate vom nota cele 80 numere, “cele 8” din cele 10 grupe, cu aj,ay,...aso
iar cele 20 numere, “cele 2” din cele 10 grupe, cu asi,asy,...ai00. Punand condifia problemei
pentru fiecare grupa, avem:

a+a, o +a, =2-(a5,+a,,)

Qg+ Ay, + e +ag, =2+ (agg +8y4p)
80 100
2a=22 4
i=1 i=81

Altfel spus, suma “celor 8” din toate grupele este egald cu dublul sumei “celor 2” din
toate grupele.

Notand cu S suma “celor 2” din cele 10 grupe adica S = fai avem iai =2-S .
100 80 100 o -
Deci Zai = Zai +Zai =2-S+S=3-S adicd suma tuturor celor 100 de numere este
multiplulzée 3. - -
Dar, suma primelor 100 de numere naturale este &2101 =5050. Deci

5050=3-S,S € N . Acest lucru este absurd, pentru ca 5050 nu este divizibil prin 3.
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La aceasta absurditate ne-a condus presupunerea facutd. Ca atare primele 100 de
numere naturale nu se pot grupa in 10 grupe a cate 10 numere, astfel incat in fiecare grupa
suma a 8 numere sa fie egala cu dublul sumei celorlalte doua.

2) Construirea unor grupari cat mai fine

Tnainte de a trece la prezentarea unor grupari apropiate de concluzia problemei, vom
da cateva definitii:
Definitii:

a) Se numeste “grupare aproape bunda” o grupare a celor 100 de numere in care in 9
din cele 10 grupe sunt verificate conditiile problemei, iar in a X-a grupa nu este verificata
aceasta conditie.

b) Fie o grupare “aproape buna”. Se numesc “grupe bune” ale acestei grupari cele 9
grupe in care sunt verificate conditiile problemei. Se numeste “grupa rea” grupa in care nu
este verificata aceasta conditie.

c) Fie o grupare “aproape bund”. Se numeste finete a acestei grupari modulul
diferentei dintre suma “celor 8” din “grupa rea” si dublul sumei “celor 2” din “grupa rea “.
Altfel spus, daca aj,ay,....ag sunt “cele 8” din “grupa rea” si ag,a;o sunt “cele 2” din “grupa
rea”, atunci finetea grupdrii este numarul F definit astfel:

F=|(a+a,+..+38)—2-(a; +ay,)

Putem face observatia ca daca “grupa rea” ar fi fost si ea “grupa buna” atunci finetea
gruparii ar fi fost egala cu 0. Dar cum exista “grupa rea” finetea va fi intotdeauna un numar
natural nenul. Accentudm ca cea mai mica finete posibila estel .

d) Fie doud grupari “aproape bune”. Prima grupare se numeste “mai find” decat a
doua daca finetea celei dintai este mai mica decat finetea celei
de-a doua.

Aceste definitii fiind date, devine clar scopul acetei parti a lucrarii, i anume gasirea
unor grupari cat “mai fine”.

Vom construi grupari in care suma elementelor este “aproape aceeasi”’. Afirmam ca
suma este “aproape aceeasi”’ din urmatorul motiv: Daca in toate grupele suma elementelor ar
fi aceeasi atunci aceasta ar fi 5050/10=505. Dar daca intr-o grupa este satisfacuta conditia
problemei, din motive similare demonstratiei facute, suma elementelor acestei grupe trebuie
sa fie multiplu de 3. Dar ca si 5050, nici 505 nu este multiplu de 3. Astfel vom crea grupe in
care suma elementelor este 504 sau 507.

a) GRUPAREA CLASICA

Am denumit aceasta grupare ca fiind clasica din doua motive

- a fost prima grupare pe care am construit-o

- este foarte usor de retinut regula dupa care este construita, si anume

- in cele 9 “grupe bune” 6 numere din “cele 8” sunt toate numerele de la 1 la 54,
distribuite 1n fiecare grupa cate 3 perechi de numere a caror suma este 55

- in cele 9 “grupe bune” 2 numere din “cele 8 sunt perechi de numere aflate intre 65
si 100, a caror suma este 165

- in cele 9 “grupe bune
100, a caror suma este 165

- in “grupa rea” sunt toate numerele cuprinse intre 55 si 64
Observatii:

Aceasta grupare nu Indeplineste conditia ca suma elementelor din fiecare grupa sa fie
504 sau 507, pentru ca aceastd suma pentru “grupele bune” este 3x55+165+165=3x165=495
iar pentru “grupa rea” este 595.

Nici finetea acestei grupdri nu este prea mica, $i anume

F=|(55+56+...+62)-2-(63+64) = 214

Aceasta grupare este prezentatd in tabelul urmator:

99 ¢

cele 2” sunt de asemenea perechi de numere aflate intre 65 si
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CELE 8 CELE 2
G [ 1 54 2 53 3 52 100 65| 99 66
R T 4 51 5 5 6 49 98 67 |97 68
U 10 7 | 48] 8 [ 47| 9 |46 | 96 | 69 | 95 | 70
P IV |10 | 45 | 11 | 44 | 12 | 43 | 94 [ 72 | 93 | 72
E Vv 13 42 14 41 15 40 92 73|91 74
5 VI 16 39 17 38 18 37 9 7589 76
U vil |19 3 20 35 21 34 88 77| 87 78
N VIl | 22 33 23 32 24 31 8 79|85 80
E IX | 25 30 26 29 27 28 8 81|83 82
GRUPA | X 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60 | 61 | 62 | 63 | 64
REA

b) O GRUPARE MAI FINA

La aceasta grupare schimbam regula de constructie, si anume:

- in primele 8 grupe din cele 9 “grupe bune”, “cele 8” sunt formate din cate 4 perechi
de numere a caror suma este 84 iar “cele 2” sunt perechi de numere a caror suma este 168

Astfel obtinem o grupare in care in fiecare “grupa bund” suma elementelor sale este
504 iar in “grupa rea” este 514

Finetea acestei grupari este mult mai mica si anume

F=|(4+6+7+8+9+96+97+98)—2-(94+95) =53
Aceasta grupare este prezentata in tabelul de mai jos:

CELE 8 CELE 2
G I 38 | 39 | 40 | 41 | 43 | 44 45 46 | 85 | 83
R I 34 35 36 37 47 48 49 50 | 86 @ 82
U Il 30 31 32 33 51 @ 52 53 54 | 87 81
P v 26 1 27 28 29 55 56 57 58 | 88 @ 80
E \Y 22 . 23 24 25 59 60 61 62 | 89 79
B VI 18 | 19 | 20 | 21 | 63 | 64 65 66 | 90 | 78
U VII 14 15 16 17 67 68 69 70|91 77
N vilm 10 11 12 13 71 72 73 74192 76
E IX 1 2 3 5 42 84 100 99 | 93 75
GRUPA | X 4 6 7 8 9 96 97 98 | 94 95
REA

¢) O GRUPARE DE FINETE FOARTE MICA SI ANUME 2

Aceastd grupare pastreaza primele 6 grupe neschimbate, cu o singurd modificare, iar
celelate 4 grupe au fost gasite “prin incercari”.

In aceastd grupare suma numerelor din primele 6 “grupe bune” este 504, iar din
urmatoarele 3 “grupe bune” este 507, iar in “grupa rea” este 505.
Finetea este deci F =|(6+7 +8+12+13+100+99 +91)—2- (84 +85) =2
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CELE 8 CELE 2
G | | 38 @ 39 40 41 43 | 44 45 @ 46 | 96 @ 72
R N | 34 35 36 37 47 48 49 | 50 | 86 | 82
U 1 30 31 32 33 51 52 53 54|87 81
P IV | 26 27 28 29 55 56 57 58 | 88 80
E V |22 123 | 24 [ 25 |59 | 60 | 61 | 62 | 89 | 79
5 Vi |18 19 20 21 63 64 65 66| 90 78
U Vil | 10 | 11 | 14 16 67 | 68 | 69 | 83 | 92 | 77
N vil | 5 | 9 | 15 17 70 | 73 | 74 | 75 | 93 | 76
E X | 1 2 3 4 42 94 9 |97 |98 | 71

GRUPA| X | 6 | 7 | 8 |12 | 13 |100]| 99 | 91 | 84 | 85
REA

3) Observatie finala
Problema a fost data la un concurs la ...clasa a IV-a !l Las comentariul pe seama
cititorului
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