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ANUL 2008

26 ianuarie 2008, Bucuresti, Conferinta nationala a S.S.M.R.
La aceast &ati@onnaflear,i naaua p ar t iNicolgg Angelescud-o mn u |

|l nspector Gener al al I nspectoratul ui Scol ar
Societatii de Stiinte Mat endatni cea,r tdaamnull iparl
Munt e si domnul profesor Alexandru Ditei din
Inraportul asupra activitatii Societatii de St
14 decembrie 2003 - 25 ianuarie 2008 cateva din aspectele abordate au fost:
- preocuparea S.S. M. R. pentru asi ¢Sworcaredat ¢
Bulletin Mat hemat i que, G%erza At(Par eMact uepmaartiilcea r edact o
profesor Dan Radu gliyi mRaduwoMi c wmlles auw,dadctd o¢
di scernamant , materialele existente au fos

exemplare), Gazeta Matematica, SeriaB( T ncepand cu anGhzab@bt sel
la toate problemele propuse), Suplimentul Gazetei Matematice (probleme propuse la etapele

judeteana si nationala ale olimpiadelor);

-demersurile S.S.M.R. de a modifica actual u
cel al ol i mpi adei d e imisstatieulniadé co-corganizator ahacestae n s u |
mani festari, cu atat ma i mu | t cu cat Soci

mat emat i ca;

- organizarea in continuare a unor concursuri cum ar fi: Concursul Gazetei Matematice

(fostul Concurs anual al rezolvitorilor), multitudinea
., Traian Lalescu” ;

- colaborarea S.S.M.R. cu firma Softwin ma t izata prin real

eri al
i h8@% ectronica;

exceBazeta Mat 0ba-teidc &

-organi zarehorCoahealiat ale Societatii: Pl oi
(2006) , Bucurest.i (2007, Conf dea iCongre8 al s at el
Matematicienilor Romani din 14-1 8 iul i e 2007) , Conferinta

Comut aBuwta®dis, t2 aditional el e Sessituiniintdef i accel
Sinaia;

-organizarea, 1n luna august a fiecarui an
- declararea anulului 2006, la recomandarea UNESCO, drept Anul Grigore Moisil.

- marcarea centenarului Nicolae Teodorescu printr-o s er i e de activitat.i
savantului care a fost maiSoltiired adea iun sfert

28 iulie — 7 august 2008, B uteni

Cursur il wnardpee mpterd egnofesorii de matemat i ca
17-21 august 2008, Pi t e st i
ConcursulGaz et ei Mat emat i ceEdiNtiica-daaeXXleXdorescu’

17-19 octombrie 2008, Bua c a
AXll-a Conf er iaS$MR Anual a
Noiembrie 2008
S-astinsdinviat a Pr of . Uin Panaitopol§940-2008% u r e n ¢


http://www.rms.unibuc.ro/?q=node/32
http://www.rms.unibuc.ro/?q=node/32

ANUL 2009

24 ianuarie 2009 sau 14 februarie 2009

Ol i mpiada de matemati ca, Etapa | ocal al/pe sec
Martie-Aprilie 2009
Ol i mpiada de matemat i ¢\, Etapa judeteana cl a

7 martie 2009

Ol i mpiada de matematicxll Etapa judeteana cl as
7 martie 2009

Concursulnat i onal de matematica aplicata Adol f Hali
20 martie 2009

Concursul eur opeanCatjeul, clescle BliXHt i ca apl i cat a
28 martie 2009

Concur sul iGrigbre Mqisil @ Stcoan a  GrigareeMosill Fal oi est i, jou
Prahova
6 aprilie 2009
Sesiunea de refer atset iginAsipbeinctred: calre pnee edrn icio 1
gi mna z i i Cofgiul NatiomaldNicolae GrigorescuCa mpi na, judetul Praho
8 aprilie 2009
Concursul eur opeanCanjeul, cleaete elmat i ca aplicat a

11-16 aprilie 2009

Ol i mpiada de mat emat i c&ll-Cotnesptaa nrt aat,{ @ ruadl. a ,C ocnlsat
1-3 mai 2009

AXlll-aConferinta Anuala a S.S. M. R, Beius, judet
25-29 mai 2009

Sesiunea de comuni celairdd-a3%a iamitvdricaer ideali Ealt aal

MunteaS.SM.R.—Co | e gi u INicNaa lprgaovmed leni i de Munte, jud. F
29-31 mai 2009

Ol i mpi ada de mat e méldtinagud Olt, daselayp-¥l nat i onal a
iulie-august 2009

Scoal ardike lva Busteni, act i vmdtad ki cdae ai npgfroa fmeay ce
mat ematica (pana |l a 1 iunie 2009 se vor fin
manifestar i ca activitate de perfectionacipge a cadr
international a)
august 2009
Centenarul Societatii(int 4l ni re col egiala | a Valea Calugar e
luilonlonescu,s-au pus bazele Societatii Gazeta Mat e ma
15 septembrie 2009 — 15 aprilie 2010
Aniversarea a 100 de anide | a 1T nf i i nQazata Maematicd qQ c iperteactuiris oar
SSMR.
Tot in anul 2009 aniversarea a 50 de ani de |
Mat emat i ca, Brasov, Romani a.

octombrie 2009
Regal ul ge-semnat aeiSf Mofeltia Vi ner i,
noiembrie 2009
Di sci pol iGimnaziul Sfantula/asié,Ploiesti
decembrie 2009
| nt el i gentCo Ipergaihuolv eNvaet i onal “lon Luca Caragial




ASUPRA UNOR SUME DE FRACTII
Prof. Stelian Banu
Scoala Centr
Campina

In culegerea de probleme de matematica p

1,11 .11 1.1 1 N o :
exer c+H#-it+ bfiex+= + =+— +—. Sepuneintrebar ea daca mai e X
2 3 6 2 4 7 14 18

sume de iaumesbrimebhzg acestea?

Se consider a Nexmtul+xX*rEat(lo x+axd +...+x"). Dac a
LX X2, %%, X", Xy, X%Y,... X"y sunt divizomNji anumér ulaurie I
X'1+X'1+X'1+...+X'1+1+i+...+ L =1 (*) unde xsiy=1+x+...+x" sunt

2

X X x3

n n

X y Xy X'y

numere prime.
Dupa ebectlauvuéel or obtinem:
1_x

—=5"1
X X

+

(X-D(X" T+ X"+ +]) +ld<” X A4l X"-1
X" y X" X"

Teorema: Daoy@st e numar ndlestepnm. at unc.i

Demonstratie: Prin r educer e | a abswm+ldnu gte erenuUY un e m
n+1=k@. Atunci:
THX+ X+ A X = (L X+ A X)X L X+ A X)X L X+ X+ +
XED (x4 L+ X = (L X+ X)L X+ XL+ XEED)
Yynu este numacormtrriani ccee eiap @teesapunes eamr &
f a IYsnd1 este prim.

Reciproca acest ei teoreme este falsamadaopa
Consi ke2sim+rl=110 bt i:n=lAR+2°+..+20 =2"-1=2047 =2339.

In relati a=2(s*y)n upnednrt rpur i m obt i nem:
N=2"(1+2+2%+...+2"),y=1+2+...+2", atunci :
142422+ 42" +y+2y+... +2" y=y+y(l+2+.+2" ) =y+y(2"-1) =
=y+yQ@"-y=2"¢/=N.

Re z u | N este egalecu suma divizorilor mai mici decat N, ceea ceNinsee
este un numar perfect.

Folosind relatia (* Xsimpoebnttirnuend:i ferite val

a) x=2si n=1Y N=2+22=2(1+2)=2Q@Y %+%+%=1



b) x=2si n=2Y N=22+2*+2*=22(1+2+2%)=22QY 1,1, 1,1
2 4 7 14 28

1.
) x=2si n=4Y N=2"+2"+20+2"+ 2% = 2%(1+2+2%+2%+2% = 2*.31 Y
111 1 1 1 1 1 1
o+ 4+ + T+ + + +
27478 16 31 231 231 2°31 231

d) x=2sin=6Y %+1+1+ U IR SR

48 64 127 8128

e) x=3sin=2Y N=3"+3+3*=3213Y E+Z i+1+ 1
3 9 13 39 117
f) x=5sin=2Y N=5°+5+5*=5%31Y f+i i+ 1 + 1 + 1
5 25 31 155 775 818
g) x=17sin=2Y N=17%+17°+17*=17%307Y 6,16 1,1, 1
17 289 307 5219 88723

In final propun spre rezolvare in numere intregiurmd oar el e ecuat i i

f —+—+-+—+-——=1

9 “+—+-+—+ =
x X2 y xy xy 9

q 1+i+i+i:l i 1 + 1 + 1 =1
xx2x3x4yxyxyxyxy

SPATII VECTORIALE
Prof. Diana Adriana Pristavu
Col egi ul National “ Nicol
Campina

Desi foarte necesare T n Tnvatamant ul super
facultate cu profil economic sau tehnic, spat
liceu.

Pentru ca legile de compoziafchiaeinssmestridt udi az a
IlalclaseiaXll-a pentru unele profile), nu exista nic
propus un optional care. sa se ocupe de spatii

Din acest motiv elevii pleaca |l a dr umul st
meu de vedere si toti stim ca, Tnainte de pr
el evi vin si apeleaza | a noinrezgverea problemelarj ut or 1
|l egate de spatiile vectoriale. Si multora nu
cele practice sunt suficient de accesibile, a

De aceea eu considerrecafdratter dtmuidicsg,0ziin i a
el evii dau dovada de interes si nivelul <c¢l ase



vor sa urmeze o facultate cu profil econornm
notiunile despagiéi adereattoriale: definiti.i
l'iniar independenta a vectorilor, di mensi u
vectorial, chiar si notiuni | egat e dnddet r ans
l a transformarile déja cunoscute de ei de
matricea asociata unei astfel de transfor ma

Nu dureaza -nBaiorneul ti adce e2l evi i ne vor fi
sesiunea ¢eiimadwd | or an de studentie. Bint
de |l a clasa”: elevii

Voi prezenta in continuare cateva el eme

vectorial-aim sagdi autm“pe vremea noastra’”.

Elemente teoretice
Definitia1: S e rmspatlwevatorialpe st e un corp K o mul ti me
operatii +: V x V 5 V si - K x V. - V cu pr
(V, +) grup abelian;
a) (a+b)x=a&+b& " a,bi K,"xI V;
b) adx+y)=a&+ady, " al K,"xyi V;
c) (at)&x=alp&) " a,bi K,"xi V;

d)1, &=x "xi V,undel,est e elemental neutru al opera
Not ati esp@aVj ukK) vectorial V peste corpul

Exemple de spatii vectoriale:

(R®, R) est e s pat reabtdidimengooat, unde iR"a:|{(x,y12{)t eyrz| R}.

Mmnn(R),R)spatiulrealctalri matricelor cu m | inii

reale.

(RIX],R)s pat i ulreahakpalincamelora h nedet er minata X, cu cC

Definitia 2: Fie (V,K) u n & peetdridl. Un sistem finit de vectori {vl,vz,...,vn}dinVse

nume st leiar independent daca "a,a,,.a,l Kcu proprietatea

av, +av,+..+ayv, =0, r exZud,ta=a,=0.

Definitia 3: Fie (V,K)un s pat i Wnsistencfinitode vechoti {vl,vz,...,vn}dinVse

nu me Bniaredependent daca exi satad,.. 8t anui toti nul i,

av,+a,v, +..+a\v, =0.

Propozitia 1: Sistemul {vl,vz,...,vn}dinVe ste liniar denpendarcta d¢cad

un vector din sistem este o combinatie | ini

Propozitia 2: Orice subsistem al unui sistem de vectori liniar independent este liniar
independent.

Propozitia 3: Orice suprasistem al unui sistem de vectori liniar dependent este liniar
dependent.

Propozitia4:Or i ce sistem de vectori care contine
Exemple:
Sa se studieze natura urmatorului sistem de
alg ala alag
&0 & 0 & o0 . . .
V, =26 vV, =& 36 V;=gag al Rin (R,R).
0 &g 0 20
(?% g9+ g%l+

Rezolvare: Fol osi m defa,a,iatliRsliay, +a,vs+ia,v,30. Fi e



€a, +ta,+a, =0 % 1 18
Rezult a {52315 Bag+adal, =0 , cumatriceaA=g2 -3 ag Determinantul

t4a, +9a,+a> G, =0 8@ 9 a’?
matricei este det A = -5 (a-2) (a+3).
Dacal R\{-32}, atunci determinantul matricei este
compati bil detaeramien ad o a rR eag=dl, 448 F @c Dduiavettarii a
{v,v,,v,}f or meazad un sistem liniar independent .
Daca-3asau a = 2, atunci sistemul omogen este
nenule. Atunci vectorii {v,,v,,v,} f or meaza un sistem |iniar depen

vectorii v, = V3, respectiv vi = vs.

Definitia 4: Fie (VK)un spatiu vectori@#{v} EVéamhlimesde
sistem de generatoripentruVd a c a otordics evepcoat e scrie dea o com
vectori din G.

Definitia 5: Fie (VK)un spatiu veREWVsiealnulmgsmislipiaat i ul ui
vectorial (V,K) dac a:

Beste o familie liniar independent a;

B este un sistem de generatori pentru V.

Definitia 6: (V,K)esteuns pat i u vectorisaudetipfinidfcdi mersioomal:
finita.

Definitia 7: Fie (VK)un spatiu vectoBeahudiemé esidumea ss pat

vectorials i s e ndonveamaral de haze.ctori ai wunei
Propozitia 5: Fie (V,K)un s pat i udimVe=entUn sisterade vectaui {vl,vz,...,vm}
dnvVf ormeaza o bvakla dacapagtii mlumai( daca este | ini
Propozitia 6: Fie(VK)\un spatiu vectortal Ateudcimessi uaeared

vintrr-o bazBesdgtéauni ca.
Definitia 8: Fie (V,Kyun spatiu dim\exnts(Br:{vlavL,...,\z;]}uo baza 1Tn ace
s p a {Coondonatele vectorului x in baza B sunt scalarii 04,0 7 ,...00 o | K astfel Incat

x=a\v, +a,v, +..+av, . Vectorul xB:((321,:172,...,an)t se numeste vectorul c

lui x Tn baza B.

Propozitia 7: Un sistem de vectori dintr-un spatiu | i fimit este linlare a | de

i ndependent daca si avandnge icoloaheacooédonateld wegtawilor mat r i ¢

sistemuluiint-o ba@aam@ecare a spatiul ui l iniar este ega
Exemple:

1) Sa se arate ca multimea de vector.i B f or mi

determine coordonatele vectorului v dat Tn baza B.

e a2 16 al 2§ al 1o a 1a0 al 16
B=j; = = = = (1, ,K:M R,R,V:
}A;ﬁl@%é@lg&é@l@&é@&(\/)(z()) % 10
Rezolvare: Tr ebui e sa8 demonstram ca vectori. din B
un sistem de generatori pentru spatiul mat r i
reale.

- sistem de vectori liniari n d e p efiedagan il \Rs ia,A +a,A +a,A +a,A, =0.
Rezultasistemul:



€2a, +ta,+ta;+ta, =0 gg 11 18
1 _ ~
a +t2a,+a,+a, =0 2 11
o 2o e ,cumatriceaA:aé 5
1a,+a,+2a,+a, =0 B/ 1 2 19
ta,+a,+a,+2a,=0 (% 2 1 2§
5,0 si si st emul omogen

a, =a,=a,=a, =0. Deci sistemul B={A;, Ay, As,
independent i

- sistem de generatori: dimMy( R) = 4 g
bazad a (MgR,R) u

-scrierea
baza B) se
'é2a +a,+a;+a, =1
Rezult a +2ag?ﬁlﬁa4
|a1+a +2a,+a, =1
ta,+a,+a,+2a, =1
matricei este det A =5, 0 S

cumatriceaA =

S i s tompatibil deteersnat,eava n d

0 Determinantul matricei este det A =

este compatibi
A} este format din vectori liniar

card

v e c t dervagtoriudin B\detérminarel coordoriatelog acestuia n
rfie @, 4,,2.d Rasifel ncittvi=a A +a,A +a,A +a,A,.

2 1 1 15
e (0]
A 21 15
8%121%
gzlu

Determinantul

B = DeéiBesteez ul t

s ol

t

C

ut i

a, =a, =a, =a, =—. Deci coordonatele vectorului v in baza B sunt v, =

555—

permite dezvoltarea acestor
2000 sau cursurile puc
economic sau tehnic.
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Spatiul nu
manualele de clasa a Xll-a anterioare anul u i
facultatilor cu profil
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EVOLUTIA NOTIUNII DE FUNCTIE
Profesor Valentin Anghel
Gr u golar Sorestier
Campina

pare sa fi pmgehfireleai t
dceu acler XL Br i

Not i unea de
secolului al XVI-lea s i

functie
T nceput uleacoedlauia

Descartes, S i Fer mat . Dezvoltar ea mndeeoniea r
functional a. Ter menul de funct.i apare 1n
evidentiem Tnsa faptul ca matemati mi efiinic aa

antichitate. ,Asari apcer exloueprtse caee defirld d8 pr i |
diametru, iar suma progresiei aritmetice printr-o expresie care depinde de primul termen, de
ratie si dneenilon pragrasieiu Au existat, de asemenea o serie de tabele
trigonometrice si astronofmuonetpenale ewtcul
| deea decldrificat weptat ,énsesolulal XVII —leaprinl ucr ar il e 1 ui
S i N eastfel incdt pe la finele secolului al XVIl-lea Jean Bernoulli, elevul lui Leibniz, a
introdus pentru Ipaginmea mMettfimaitn ic@e ndmitn@@ ni i
acel asi ti mp, simbol ul pentru pentruuledesemr

7



elevul lui Jean Bernoulli, in secolul al XVIll-lea, a introdus noti unea de functi

ocupandu-seind eosebi de functiile anal ultf(x) cirgrodusT ot | u
in anul 1740. E a facut S i o clasiébrciace sia ffuunnc
transcendente. Tot el a introdus si notiunecamide var.i
pentru -1. Eul er a f&®éuncsial egiigonamdini c & S i
expone Bi@)(i:ae—|—2g—i, cosx:e te . Dealtfel, tot el a introdus in analiza

mat emat i ca Iriinciei | ®@a tfru gotnioimebtlefete.nSecolul al de d ot
XVIll-1 e a ma i adauga p eilustre de snatematicdeni:aDSAlemb@rt ,e va num
Fourier, D. Ber noutalui adius Lagpmamgeuf car d asifc
conceptuluidefu nc t i Pentru acest.i mat emat i ci eni ,
de p05|b|I|tatea exprimari.i dependent ei funct
baza unei formule. Mai tarziu ,eis-au convins ca nu erigvaleriloresent i al
functi®i spmigmntrda formula |, functia putéand fi
intervale diferite.

In prima jumatat-d ema seamaliuliwmit adl Xlaxuichy s
Wei erstrass conturReadZza gencege fail @i tai enofiiqurioase f
triplet ( E, F, f) , unde E este domeni ul
functia i1a valori, iar f este regula care a
Astfelf unctia reala de vari abicloancregpdli® ,moalec ardeis
in primul ramrad odcuupatCaluocchuyl, ssadu de frunte T n ¢
gandi r i mat emat i ce. De r emaraczaat teostt el ufia pQauuc
definitia riguroasa a notini.i de continuitat
dezvoltarii analizei mat emat i ce.

Un al't mat ematician de al car ui nume est e
aceast a pr elumde—al pXBXrled secol aeste ®irichlet. El s-a preocupat atat de
aspectul teoretic al acestei notiuni cat si d
mat ematica . Tot el a dat un exemplu de func
cal cul . este voprlrba OIa}cunc ia definita

daca ¥ R- Q
Ea este di scounntmtneulae Tdno mte o ¢ dech nud seghaate def i ni
construi graficul. intrrad ev arx,l R-G Eri st & d(exn%k, xu 19, %4 1.

Atunci f(x,)=1, deci I!rrulf(xn):l f(x) @i functia nu este cont
i ratk.oRieadum xi Q. Consider @ameue $ {xg} ttevergehte
c & tx. Avem in acest caz f(x,)=0, iar limf(x,)=0 ,f(x) & deci functia

continua 1 manaixpin ube paulmsdr vat ca Tn prima par!

presupus existenta unui sergdecaumer exqyymat ubna
Acest lucru rezultauic hiiraartrido naa |ce f&bnnlttii as X nrs rdaEem
numere irational e, car e c oxp voenrcogseui ncaiditarue  un  nun
sir de mnomeadl e icraat Cc.oFievyg ung enucndatrr ei rzaetrioo n a l S |

(yn)nl,N de numere rationgl Notand e cy.v-gragemna - Caitr e
a,l R-Q .Fieacum x,i Qs i bﬁzix@+1-. Re plQt am+ xb. Atuncinotand

n
x =b, +qavem: X1 R-Q, a,l R-Q, x,- xI Q.

Mentionam, ,deprosdememasa activitatiedea | ui C
functie. |l n noearnshdaaepgbrhuntiitecaestieatmaogie Tn
profunzi me. Ast fel, faiui fos tmpepaugstreesmttea@tply i dent a



functii continue care au un numar infinit d

t xcosg, dracla x, 0

funat defifn(j()ia xp n Aceastartumat ineumar i n
f0,daca x=0
maximes i de mi ni ml@1]MDeasemenda@f v &t ulk onscontinglaak f un
caror grafic nu se poate duce tangenta 1Tn n
Trebuie remarcat fapt ul ca si notiuneavodet f andtni
matematici, s-a dezvoltat atat datorita wunor creatp indecsabir de din
cerinteiesiiale dezvaadl tsar idiattoehniaciuinor i mp
ca stiinta .
La finele secolului al XIX- ea s T n c alpXXtlealo seideedt mari d e
mat ematicieni: Dede&ku nddugLaaowotr ishutDair broam:
teoriecif uncti il or dei vacfiabliod dealharmabickastca

studiulfunct i ei trecetitar emutmatr | ¢ & nmeee, fauwaydfeuennchtiinaa
o mul ti meuvaoribntr-a rraulat i me oarecar e.

In cel de-al treilea deceniu al secolului al XX-lea matematicieni romani: Florin
Vasilescu, Alexandru Froda,Oct av Oni cescu au obt i nnstudiulc &t ev

functiidrobri trreaarlee de por i vmaurl i atbni | @r irveianltaa f un
variabila real a; alododkeeaetnndtatde ub,l @r 6 p
asupra unor pr opr iloeUnal matenwmticiantroman tDimitrie Poengeie, f u n c
a definit o T ntreaga <clasa de functi.i a
Riemman. De asemenea matematicianul roman Simion Stoilov s —a ocupat la inceputul celui

de al patrulea deceniu al secolului trecutcodd i hwrec tmaislue abi | e
matematicianul Miron Nicolescu aducea in 1933 ,0 serie de rezultate valoroase in ceea ce
priefeusntct i il e masuTabiier gdeddtal tpi mar i ma t
Luzin, Frechet, Denjoy, Hincin, Le besque, P.S. aAl exdawnmgdr cwo ntsl
considerabile |Ia studiul functiilor.

Ast f el a fost dezvolotnetna un o tsiawn efaycaredce i feu |
avea sa raspunda muletcetarmai dibn ne o memnmiiwnlt el oz i
Ulterior ssa aj uns |l a notiunea de f uanm fogtiplse dgener
matematicianul Laurent Schwartz, pe la mijlocul secolului trecut. Si l a noi scoal

romaneasca a foshu@greacdpaval se oostrie de
teoria functcaporolgenaral maiata@&parde sgir i bwh id
Tn acest sens, se pot cita studiile ntreprinse de Alexandru Ghica, sau de Gheorghe Marinescu

s i e Rdmulus Cristescu. Intre anii 1950 — 1970, s-au r eal i za't S i alte
noti uneaat idee, ffune sub denumirea unporeo@e rcaatl
evolutie estrei bludgat amagiemabncti an Ui¢ sub alter o man

denumiri. Se remarca de asemenea o serie d
ceea ce priveste dezvoltada@oginma asmpdici wn il
folosire a acesteia in procesul de model ar e




SIRURI DE NUMERE DEFINITE PRIN INTEGRALE
Prof. Dumitru Popa
Colegiul National *“ Nicc
Valenii de Munt e

1. Primul tip de siruri

b
Siruri c unerdlde formeay upif"(g)ex, ni N

Presupufgamh]-cRleste o functie t'mhNiesteud. Rez
continuad deci i nt e(g,} ali Ipdo.at &t ufdaicuel ssii rpé uiba:
considerati.i
Varianta I:

Deoarece f(x)20, "x [al, monotonia ia20e'yriNd lceeaice i mp | i c:
b
se poate stabili folosind egalitatea: a,- a,, Fif"*(X)&f(X) & @xsiapoi semnul expresiei

f(x)- 1.

Dacad preGtupxh Lesm[b atunci rMéauwd tdi caAdd sir ul
(a,)este descrescator si marginit, deci converg

Remar ca: | fesdarulstcand descrescatoare (cre
ima, =0.
Varianta II:

Din faptnUN ecs& e continua, conform teor emei
definit asc, ifagblzcard depiade dedf", astfel incat a, = f"(c,)(b -a).

Pr esup ulime mc fad. T n cckirg’s(q])n,':if(”c}.é

-Da c0& f(c) <4, atunci lima, =0.
-Dacffc)=1s limgf (c,)-1 gd atunci lima,=¢'(b -§.
-D a cffc)>1, atunci lima, = =

Varianta IlI:
Deoarece f est e cont i0€maf(x) rw¢oxifad] si monotoni a

integralei conduce la 0¢m'(b -a) & M'(b g. De aceea cazul M<1 i mpl i c &
lima, =0, iar cazul m>1i mp llima & «

2. Al doilea tip de siruri
n+l
Siruri cu ter menmulffoxpdr ek W f:De 9 f-00r ma

continua
I'n ipoteza c& integral 4da)nwepeateface ir m¢ dioatad
astfel: deoarece f(x)>0,(")x {0, 4, monotonia ia*0gdgnaN ei i mpl i

10



n+2
deci (g) yebte marginit infeaj=offf(x) dApeofice T n
n+l

n+l

schimbarea de variabil &=t +si s ea. -t +fjRe(x B f{x gx

Presupunem  f(x+1) -f(x) @. Prin monotoni a i nt e
au-a ®(Jn N. Tn acega) ecar giesel escriorodeci i m
covergent.

Dacf{x+l) -f(x) O,atunci(a,)este un sir cresdateor si
continua, conf or($c, [0 o estfetiicit d e f(mpdi e
At unci :f eis)t edancdd gi n(af)@stat macigi i t ul

i) lioh a(x)& a, atunci lima, = a.

2. Al treilea tip de siruri
siricutemenulgeneralan:nﬁf(x)dx, ni N, f:[L+9 -Rfunctie conti
Presupunem f (x)>0,( ") x [l], §. Atunci a,>0's ia,,- a 0( Jn N
adi(aﬁ’?)este un Sir crescator de numer e poz
f:L+9 -(0, ysa fie strict dsg%é:f(b)act atnc a (ag sisiurmod
o

(s,) suntcr escatoare si au #f(k)eéx)s(i)x jlak 4r ai deloiaa:
k+1
f(k)2 ff(x)dx si @i )n IN. Daf¢kd¢ f(x).( ) x [k 1:K,k22
k
atunci s,- f(1) ¢a,( Jn N.
Remar ca: tiPluitzan wi f oa =mf(d)én 4H ec,i [l di ®aca exi
lima,=a, al R's i!]irrnlf(cn):l atunci 1=0. Pentru a doveaemlaest e

i mita E&?=fr(0§)lagia

Exemple

1
Problemal. Se ¢ on §aj)d definit prig &, = ﬁri(l ﬁ(“)dx.
0

a) Ar at 44,)i,, esteZonvgrgent.u |
b) Calculati lima,.

Rezolvare:
) 0¢x Y 0¢x" @Y 1¢x" 4 2 de undeO¢In(l ") 102( )% [0f]. Atunci

O¢lﬁn(1 4x“) 20U 0¢a, dn2( )n C Deci a,,- a, :Hln(1+x”+1) -In(l x"))dx
0 0

1 + Xn+1

o0 dx. Dar x™¢x,(")x [0, 1T n cadrsedixn da

1
U a.-a Fin

0
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1+ Xn+l 1+ Xn+l 1 1+ Xn+1

unde 0< @ siln ¢0,( "Yx [0,1]. Deci fin ¢0 Ya,-a ®,
1+X $ 1+Xn () [ ] (;ﬁ 1+Xn anl an

(")niN adicéa (ag)j,reusit e mgr gimointot on descrescator,
convergent.
b) Considef:fod- Ruh(x)gzin(aﬂ”) X'. Furfcetsitae derivabil

n-1
fi(x)= ?fx" @ Rezulta ca funcefod sefs(x)ef(Qedscrescat

")x i[01] Y In(1+x“) X' @, (")x i[04 Y In(1+x“) o, (" )x i[0,1]. Atunci

N 1

l 1 I * \7 -
=—.Deci 0¢ ¢— nINY lima, =0.
n+1 n+1 % 1() n-ﬂa“

(
!J’in(1+ x“) ¢ xﬁix—

1
Problema2. Se c o ns i(b) rditded j=ifjdeidx, (" )n i N".
0
a) Sa se demfl))sestecmeegenc & si r ul
b) Sa selimolal cul eze

Rezolvare:

1
a) Ly - 1 = f"edx - )ﬁé d=p “ex( x 1) dx @  deoarece x"e(x-1) ®,
0

(")x1[01]. Atunci I, ¢l si rezul fig, esd esidressicrescator. D
0¢x AY 0¢x"e ¢& integrénd pe [0,]] o bt nOetin & L adi(¢}, esteunsir
marginit. Fiind(lnpestexdnergentsi mar ginit

b) Furdgl-ar, f(x)=xe fiind cont elrQLi astleleircits t &
p 1
I, =ff (x)dx=(1 0) f (c) =c"¢". Atunci limi, =limc’e 9. Dar |, = "6 dx

0
—x””ex‘ n ) nx"exd> Deci I,,=e {n Bl,. Atunci nl,=e -l F,. Rezult a

Lingnln:m( -In+1 k) O.

n

Problema3. Se consi aj:eﬁnél @X)dm, k1. Sa se a(ghteste cd sir.
0

. 03 o R .
convergent si agzel.llmlta in intervalul

Rezolvare

n+l

a, - a, :ﬁln(l ex) dx 0, deoarece In(1+e"‘) X . Deci (an)me ste monoton cres

In(1+y
(L)

Darah:ﬁn(l 4e'x)d><: dyprin schi mbafg¥=ay dke -%\dyar iabil a
0

12



In(1+y) . . : : . e
T<1Y a, ¢ fjdy=1 €" &k Deci (a,), monoton §f esmwa&tgdm

super i da), estetinergent.

|n(1y+y)>1 yYan>n% 83/:1—‘11 o

Cum

-2n
n &3 . Deci lima, =1 |e31
4 4

n« o 84

Din

Problemad. Se c o ns iag=efnBxdxs (" jnd N’
1

a) Ar at g4,)i,, esezongrgent.u |
b) Calculati limnc,
Rezolvare
a) Din ipoteza 1¢x & r e z WIEI& @ s i0¢In"x d. Atunci 0¢ fjn" xdx ¢ dg=
1 1

=ed, de wundotaatedn)oBN. Decfa)estal marginit.

Dar a,,,-a F{Inx HIn"xdx 0 si aa.utmgg (")niN. Prin ufajare s
1

este descrescator . Fiaj)reste convergert. Desiima +a iRa r g i ni

b) Din a,, =fn" xdx=xIn""¥" {n Bfn"xd> deducem,=edn Ya si
1 1

1 . 1 - ) .
=— At li =lim—— G. | h = a
n+l(e -8,,). Atunci lima, n|rrln+1(e “31) n c o finsnéa=i nt a
n
_I -
lim——(e- a.) =
Bibliografie

Nicolae Angelescu —Culegeridepr o bl e me eolare manual e s
Sor i n Buc Georgescu —ARie ke matermatce

DESPRE E-LEARNING
Prof. Andrei Dobre
Liceul Teoretic
Azuga

In sens larg, prin elearning (sau e-learning) se fintelege totalitatea situatiilor
educationale in care se utilizeaza semnificativ mijloacele tehnologiei informatiei si
comunicarii. Termenul, preluat din literatura anglo-saxona, a fost extins de la sensul primar,
etimologic, de invatare prin mijloace electronice, acoperind acum aria de intersectie a
actiunilor educative cu mijloacele informatice moderne. Definit astfel, mai mult ca e-
education, aria semantica a conceptului e-learning interfereaza cu si se suprapune indefinit
variabil pe o multitudine de termeni ce surprind varietatea experientelor didactice ce pot
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beneficia de suport tehnologic: instruire asistata/ mediata de calculator, digital/ mobile/ online
learning/ education, instruire prin multimedia etc. Sub denumirea de software didactic/
educational, o gama larga de materiale electronice (pe suport digital/ multimedia) sunt
dezvoltate pentru a simplifica procesul de educatie: harti, dictionare, enciclopedii, filme
didactice, prezentari in diverse formate, carti (e-books), teste, tutoriale, simulari, software ce
formeaza abilitati, software de exersare, jocuri didactice etc. Computerul si materialele
electronice/ multimedia sunt utilizate ca suport in predare, invatare, evaluare sau ca mijloc de
comunicare (pentru realizarea unor sarcini individuale etc).

Tn sens restrans, elearning-ul reprezinta un tip de educatie la distanta, ca experienta
planificata de predare-invatare organizata de o institutie ce furnizeaza mediat materiale intr-o
ordi ne secventiala si |l ogica pentru a fi asi mi
realizeaza prin noile tehnologii ale informatiei si comunicarii - in special prin Internet.
Internetul constituie atdt mediul de distributie al materialelor, cat si canalul de comunicare
intre actorii implicati. Functional deocamdata doar la nivelul invatamantului superior si in
educatia adultilor, sistemul de instruire prin Internet replica si adapteaza componentele
demersului didactic traditional/ fata-in-fata: planificare, continut specific si metodologie,
interactiune, suport si evaluare.

Societatea zilelor noastrevobkshaeecamuvbhtti bnant e
reforme pe plan cultural, social, politic, tehnologic. Tntr-un astfel de mediu in contin u &
schimbar e, resursa umana a unuvabtateasadusa
resursa umana este Tn stréadansa dependenta de n
cunoasterii este o societate a invatarii cont

Societatea € n 0 a k taceasta ested enu mi r ead gygtednes ocBet atii d
facand referire |l a faptubpreduvacaeseal ihdormag¢r
este neingradit, accentuat fiind praprimipat gihnol ogi i
extinderea Internet-ului (world wide web).T e r me n u | de societate a cunc
cel ui de societate a informatiei, avand o ari
Tn concordanta cu din@ami smul si complexitatea

ITn aceste circumst ant e sisteingl dearhirgcsistemaeg ar i t i a
T si propune a da procesului de Tnvatare noi ¢
desfasoare Tn functie daeaomedc s idteafciulneo agit ep @s i
sau i mpuneri de date, ore, coprezent a.

Mai int ai de toate, t melSuivatleadngGaretsel egem ¢
Tntelesul acestui cuvanta @Quwzsitgcredancdreditd aa foi a
este semnificatia? O def i n-ledningcusintoeg-atpatea dar co
traduceca” nviSare prin mijloace ,eliercsteaamna ea heil zeict

cunostinte sil/lsau f or mamedi tehnologer, resgeadimpiat ent e

folosirea cal cul aAtornuwleurie as io ba elcrtti evrer eotru lduei .7 n\
cursuri pe suport digital (cd, dvd) sau cursuri on-line (prin internet).

Sistemule-l ear ning nu Tnceammot@agi mpsnmemela deeedu
propune un pas mai departe pentru procesul ed
la cerintele si posibilitatile c¢@ékardecugar e se
vietil AAvemdiracet i a. ce mai mare nevoie de un si st
care cel i mplicat 1Tn activitatea de instruire
ma i mu | t dorinta de 1Tnvatare si de ac-umul ar e
|l earning, Tmbinadnd metoda de abordare directa
a celorlalte modalitat:i de expri mar e, precunm
specificul sistemului de e-learning, sistem carei mpune o @&l taa pdrioncaensiecl or
predare si 1nvatare, fiind capabil sa furnize
T nvat ar ese deanl neduimalidmedia special creat. Sistemul e-learning, apeland la
ajutorul medi ul ui di guimaanlsl, fod@enredvtod & rag ep oltae nd¢ o p i
sincronizare. Ca exemple ale acestor tehnol og
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capabile sa corecteze eventualele greseld] (
permit oricui, indi f er ent de pregatireaumprméesirapatasg
sc

calcule de | a cele elementare (adunari,
compl exe. De asemenea, putem introdcarecfaE T n &
posibila prelucrarea gsi mani pul area unor Vv
cont de <capacitatea de me mo r Valoasea agestupsestens o an e
este aceea de a contribui la trecerea de la o societateai nf or mat i ei | a o soci
O cunoastere | a care sa aiba acces oricine
care oare. | nterculturalitatea, des 1T ntéalnita as
exi stentca uruicomwrer genta care sa faca posi
diverse. In acest sens, se observa -ocofnovremi i
digitala, facand astfel posi bil a accesar
Cuvéantulizolarenu 1 s i mai g saessttfee Ir odset uslo dingtrat e, a
este de a gasi strategii care sa permita a:
i dei i de s oci #ilizareaessisteanulucedl necaar sntienrgi ieest e cu at 3
cu cat presupbackel exi sli enpparteadi nterl ocut ol
indi ferent.i | a | ragtersu mesnit setl eem, f oil nossti rt temedhée e
stimuleaza daréentaeda mpkptare si constien
cunoast er e alhagest sere isterul eil resatr mu intg. T si pune amp
un pas Tnainte spr e reali zarea uvnieait a e d
Un element extrem de important in domeniule-l ear ni ng 1 | reprezir
proiectare a unui program de acest tip ca
educational e. Este esenti al ca 1T n prrodeect al
soft sa tina cont de anumite aspecte, preze

Elemente avute in vedere in proiectarea unui program e-learning

Elemente Observatii/ Exemple
T Grup tinta el evi, student i, cadr e
|l oc de munca, angaj a
T Continutul informatii, deprinder
atitudini; cunostinte
cunoastere
1 Strategii didactice T nvatar ea prin coope
Tfnvatar ea prin descop
proiect etc.
T Instrumente TIC utilizate |e-ma i | , site we b, vide
educational
1 Resurse buget, timp, personal alocat
1 Obiectivele programului perfectionar e, speci a
cunostinte, aprofundar
abi I it at. S i competent
domenii, etc.
Sursa: date preluate elearning.ro Ki pr e
O caracteristica sedmmirfniicnagt ievsat ea asciesetae nt
unei categorii limitate de utilizatori. Acest tip de sistempo at e f i adaptat cer
unei categorii extrem de variate de utilizatori, un program de tip e-learning putand fi dezvoltat
S i i mpl ement atducimr i iy e ddtraadielngri | or in cadr
scoledruec,b r i i,ina@ld wlt i ldoer ang@jr atf ie spsiropfogragnéde | i ber
specializare sau perfectionare.
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ITn ritmul de dezvoltare greu de prezis al
de Tnvatare prin -4 etbenmadi wla sciudmiigd l2uin oei e
dezvoltarea societsdfciiietrmdgd.er rta,noraxgeadtii v a

Pe siteul www.mateinfo.ro am lansat, ca proiect personal e-learning, Revista
Electronica Matelnforoc ar e p o at e elebilorsiprofeorilore i nt t boat a t ar a,
un accent deosebit pe pregatireae | evi | or Idea r masti e npaeprofeseditot de o nar e a
mat emati paofesorilor dirigint i testepente sldvii r evi st ¢
claselor terminale dar si pentru profesorii care dau examene de titularizare, definitivat si grad
la MATEMATICA.

TESTE RECAPITULATIVE PENTRU BACALAUREAT (1)

Prof. Buruiana P
Grup scolar *“lon Ka
Busteni

Enuntul testului

Fie f:R- R, f(x)=1 4&* 2e*.

1) Fie polinomul Pi R[ X], P(X)=1 +X 2X.
a) StudiafPi semnul I
b) Deducetfi(x)peeRMnul |
c) Ce se poate spune despre graficul functiei f .

2) Det dimf{k)nGe puiem spune despre graficul functiei.

3) Veriff()&)%e'afxg(e?X +éé2)§i apoi dimf(xr mi nati

4) a) @G, xbRat i
b) Ar afi(@tir ecacel dselsiseaqmoicust ufiixati semnul |
c) Aratat i fcedas tnea xummandlu nhauri r at i

5) a) Demonstrat if si c @ ryghau tinesiogurlpunct 1o comun iAge i

punct ale carui coordonate se cer.

b) Studiati poziftnraport@dredtaiyeli|l ui funct i ei
6) Determinati ecuat i &inpuactulgbe nt e i |l a graficul
7) Calculati aria partii f,dda@®yspdeaptay3li mit ata de

n+In2

8) Se con(s),deatpinus rpgl(f(x) 1)dx

(n-1) 42

a) De mon(s,}) r ardtdrmemi@ozitivi.

ui
ui

b) Dati o inter(up)etare geometrica | ui
9) a) Aratat(i)niNa 2pendaxégn-1) k2,n In2 atunci
f(n+n2) 4 €(x) 1¢f((n 4) W2) 1.

b) Ded{"JritNi,n @aavem f(n+in2) 4 ¢ ¢ f((n 1) m2) 1.
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c) Demon(s)raestecdescrescator plecand
d) Ar gu,)at esteaoriergent.

10)Fie (S,), si rul dems0mpiintS =pye+yt .& UL
a) S & rcuapitprul unei integrale.
b) Dati o interfretare geometrica | ui
c)Calcu | &tsii det rI:iarrrSrm nat.i

Solutia testului

1)a) P(x)= 2(x 1)gex iy (")xl'ge
¢ 2 ¢

1-O:On

1

l\)II—‘
l\.)ll—‘

(1@) P(x)<0; (")x|ge

N| -

P(x)>0 iar P(x)=0 pentru xi ‘f-—,

b) Noet"3X. S& obs(@)xiRet =40 Atunci f(x)=1 X 2X

= 2(e* 1—)52@'X i Avem f(x)<0 U 2(e* 3 0< e*-100 e*>1 U
C 2

-x 00 x<0.Apoi f(x)>0 U 2(e* 3 0> xo.

Inconcluzie (" )x <0, f(x) @&s {")x >0, f(x) 6.

c) Gr af i d westesulhadanOx pentra k<0 si d e a s Qxpentau xeX. e i

2) Iim(l+e‘X -2e2x) EY y=leste astopt &t spre hm i

3) f (x)=¢? 2%17 +§—2 2 =e”(é* +¢ 2).Auwncilim f(x)= {0 & 2)= - .
¢
a)a) fi(x)=e>(4 -e*)
b) €*>0,(")x IR 4-€& 0 W & o 2n2.
Deci (" )x I( -,2In2), fi(x) 0;(")xi(2In2, 9, fi(x) &si fi(2In2)=
c) f strict crfseld ¢afrsa r pet toateeps 22,3 ¢ A deci

1
In=
x=2In2 este un punct de maxim. Maximul este f(2In2)= 1+e?" 2e*" l+e 4

1
=1 £ 2 2oq
4 16 8

5)a) 1+6* -6 U ¢*(1- 2¢*) DU e‘x=%U x=In2. G as{in2m).

b) f(x)>1 Ue*(1 2¢*) 6U1-2¢* 0 &~ %U -x <1p2U x>In2
Deci (" )x i(In2, 9, f(x) % (graficul deasupra dreptei y=1)
(")x1( -,m2),f(x) 1 (graficul subdreapta y=1)
f(In2)=1

de

6) A(In2,1), fi(In2)= 2'”2(4 é”z) énz(4 2} % Atunci wecuati a

funct i eiAéstay-;iu%r()ctlﬂG)l
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In2

7) A=l -f(x)dx Inril(ze-“- eX)dx { & &; .

8)a) n-1 n2 m2,( )i NI. Am de monisd ulat ffesddgsipe dreptei
y=1 pe [In2,m), deci (")niN, gr af i cf leste Heasupe tdrepii y=1 pe

In2 1

gn-1) +2n w2 U (" )xign 1) Ik2n In2 gf(x 1 0 Y
n+in2

u= A (f(x 4)dx e.
(n-1) 42

b) (u) reprezintad aria domeniul uf,dpptay=1ki mitat
dreptele de ecuatii x=(n 1) In2 si x=n 4n2.
9)a) Am fhedtet stédict [@exx)rAvanc fntl dr2ezinge
U nzIn2 4.Dar In2+1 9,7 deci (n-1) +n2 2In2,(" )n 22.
Atunci (n-1) 402 % n¢In2Y f(n+In2) ¢f(x) ¢((n 1)- InZI)Y

f(n+n2) 4 €(x) 1- f(¢n 1) h2)+ (*)
b) Aplicam “mondtfonia” integralei 1n
n+in2 n+in2 n+in2
i (f(n+in2) 2dx  f{ (f(x)-2)dx ¢ { (f((n-1) 42) Hdx
(n-1) 42 (n-1) 42 (n-1) 42

n+in2

n+In2
(f(n+In2) -1)4@_1) ey, ((f((n-1) 4n2) 1')4(,1.1“”2
f(n+n2) 4 ¢ f¢(n 1) -In2) 1.
c) Pentru n2 2, avem f(n+1 4n2) - u¢, f(® N2 1. Dar f(n+In2) 1 @, de
unde rugew,(f)r 2, deci(u) este descrescator.

d) Am f)réitNay Dc(@,) este descresc@dted(u)sestt minor a
convergent..

In2+1 In2+2 n+in2
100a) S, = fi(f(® 4)ax fF{F(x)-2)ax +.  { (f(x)-1)dx =

In2 In2+1 (n-1) 42

n+in2
A (f(x)- 1)ax.
In2
by Sreprezinta aria domeniul @, ¢ilaapt a+ide¢ ae c wat
si drept ed=dn2dae=retn.at i i

n+In2
c) Sn:(e'2X —e‘x)

-2n

1
Ze
4

- ie“ i.Atunci IimSn=1.
In2 2 4 n- o
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GRUPURI INCLUSE TINTR-UN MONOID

Prof. Razvan
Colegiul “Mihail C;
Sinaia

Introducere
Fie (M,*) un monoid cu elementul neutru e, K E M parte stabilda lui M n

raport cu *. iInfunctie de @plamaHtseinehé¢ ael eiment el e [
neinversabil e Hepe icdrae ulrenad omatriedne 5 posi bi |l

el Hs HEUM)(U(M)est e multimea elementelor inv
el Hs HAU(M) , 4 HAM -U(M)) ,

el Hs HEU (M)

el Hs HAU(M), 4 HAM -U(M)) |

55el Hs iIHEM -U(M)..

Variantael Hs HEM -U(M)nu este pilo{Mpi |l caci

Pentru monoidul (C()) putem da cate un exemplu din fiecare categorie:

1) H={1 4:2) H={01];3) H={2"|n IN};4 H={0} ¢2'|n N} 5) H={0}

Pentru monoidul (Z;,§ putem da urmétoarele exemple: 1) H :{i,é}, 2) H :{i,§}, 5)

M
M
M
M

H:{Q,Zl}. Exemple de tipurile 3) si 4) nu exi st

Infinalularti col ul ui v om deesrogrusatunciaunt Edsibilenantaigcazurile
1) si 5) . Vom demonstra 1T nsa ¢$liesrteez uplatrattee ¢
sau monoid.

Propozitia 1

Fie(M,*)unmonoidcuelementalneutrue. Atunci sunt adevarate a
aU(M)est e part & isrdpatiouilegea*.a | ui

b)Dacd monoi dul e sM-eU(Mpensuttea tpiavr taet usntcaibi | a.

c) DhkkMeste o part el Baamd HESM -W({M).it a cu
Demonstratie

a) Fie x, yl U(M) cu simetricele xj, y 1iU(M). Atunci yi* x este simetricul lui x*y.
intr-a d e {x&y) fyi %)i es (yi*x)i{x y) eDeci x*y [U(M) a d ilc(Kl) este
parte stabil a.

b) Fie x,yi M -U(M). Presupunem xpy iUfM)ab ®ec ix*yd=a c &
at uncizldkastieltingdt z* z =z {2 « Compunem r e k*ayt = la dreapta cu
zisi ob(xiyh®mz zY x*(y *4) e Notdnd y* z cu xj avem x* xi =e. Cum
legea est e comut atxi*x & aav miﬁu(l\g)i ceea ce este fals. Deci
x*y iIM U(M)adiM-&U(M)este parte stabila.
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c) Presupunem prxl H &M Cumdx, xGA,..., & x.i sits 3 este

finita,jastfRltas<t=%. Putem pi>sugompunoénmxrcel at i a
(x‘l)' si av'emDbDar X' H deci el H ceea ce este fals.
Inconcluzie HEM -U (M).
Observatii:
1) Daca monoi dul nNu estencopmotpatziiyi at amcier ad
adevarata. Exemp(R(N)o)Funde F(Np=f b[f:dNu-IN} si fie
ur mat oarele functidi neinversabile, fiind nebi
f:N- N, f(x)=x 4 (nesurjecti v &)

éx-1,daca x 4 L
g:N- N, g(x)—Ee 4 (neinjectiva)

_%O,dacax:O
8f (x)-1,dacg f 2

(9 1)(x)= g( f(x))zfo,ila)ca f(>§:O,( i?nposibi:

Y go f=1, IU(F(N)).Deci F(N)-U(F(N))nuest e parta stabil &.

2) Dhreéd este finita atunci afirmatia de | a pul

Exemplu: Fie monoidul (C,® s iH:{Z”n iN*}. Heste ilhHidmairt &afir mat i

HEC-U(C) foleste falsa.

(x 4) E=x 4,(x)

Propozitia 2
Fie (M ,*) monoid cu elementul neutru e s iH E M un monoid cu elementul neutru ej.
a) Deh & atunci e=g.
b) Deh ¢latunci HEM -U(M)

Demonstratie

a) x*e = X ¥ )X NY x*e = x x )X F
Pentru x=€i 0 bt | ei*ee me (1)
Avem t otepeeaik & )X F

Pentru x=e iHo bt i ere me (2)

Din (1) sie=(€g2) rezulta ca
b) Presupunem prxild A&y Cumdei* & &, cempunand ladreapta

cuxiil Mobt i(eiexn™> ix x* (Y ei*(x )i €Y ei*e = (3)

Dar e este element neutruin M a d ierea =e 4

Di n (3) se=¢(Cedake estedals. DdcitHEE M -U (M).

Observatie: )

Din cele 5 posibilitati HIpMeseemonoid dtenci sumt i nt r o (

posibile numai cazurile 1), 2), 5).

Propozitia 3
Fie (M ,*) un monoid cu elementul neutru e s H E M un grup.
a) Deh elatunci HEU(M).
b) Deh ¢l@tunci HEM -U(M)
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Demonstratie
a) Presupunem prinab s ur d cxd Hex iU§M)aCum H est e gr wipH exi s

astfel incdt x*xi x ¥ e(din propozitia anterioarBd a r ¢
coincide cu elementul neutru din M) . Ac e ast ax etmigversabrhin 8 ceedce
este fals. Deci xi H Y x {U(M).

b) RezulptoZzidiim @mmd eri oar a.

Observatie:

Din cele 5 posibilitat HEMresezgematuitsuat pdsiile i nt r
numai cazurile 1) si 5).

Exemple

a) Pentru monoidul (C,$ avem U(C)=C {0} si exemple de UW(Cupur.i
putem da: G={1, 4}, G:{2“|n iN}. Pe de altd parte C- U(C) £0} deci singurul grup

inclus in C- U(C) este G={0}.

b) Fie monoidul (R*) unde x*y =xy % y{ ) X' Fcu elementul neutru 0 si singurul

element neinversabil -1. Singurul grup din R-U(R) £ 3} este G={ 4}. Din
U(R)=R { 3 ungrup cu un numar finit de elemente este G={0, 2} .

c) Pentru monoidul (Z;,$ avem U (Z, ):{i 5} si grupur iUl(z) suntnG::I{i}l se Tr

SiG= {15} Tot o dZa-tU§z,) :{Oiéi} si grupuriz-UpzZ)lsunse 1 n
G:{§}, G:{Zl}, G—{4,2} cu elementul neutru 4.
d) Pentru monoidul (Z,,Q avem U(Zlo):{i,éj,@} si grupur iU(g,) sumcl use

G:{i},G:{i,§}§iG {1 7@} Pe de alta parggU(@fupuri

3
:{0,2,4,5,6,8} sunt G = { } G= { } { ,Zf} cu elementul neutru 6 s iG:{é,Zé,Zl}
z o(@ot).f  cu

tot cu elementul neutru 6 s i [
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