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ANII 2008 ŞI 2009 ÎN CÂTEVA ASPECTE DIN VIAŢA 

SOCIETĂŢII DE ŞTIINŢE MATEMATICE DIN ROMÂNIA 

                                                                                                                        Prof. Răzvan Laiu 

                                                                                                    Colegiul “Mihail Cantacuzino” 

                                                                                                                                            Sinaia 

 

ANUL 2008 

 

26 ianuarie 2008, Bucureşti, Conferinţa naţională a S.S.M.R.  

La această Conferinţă Naţională, au participat, domnul profesor Nicolae Angelescu  - 

Inspector General al Inspectoratului Şcolar Judeţean Prahova, Preşedinte al Filialei Prahova a 

Societăţii de Ştiinţe Matematice, domnul profesor Anghel Dafina din partea Filialei Vălenii de 

Munte şi domnul profesor Alexandru Diţei din partea Filialei Câmpina. 

 În raportul   asupra activităţii Societăţii de Ştiinţe Matematice din România în perioada 

14 decembrie 2003 - 25 ianuarie 2008 câteva din aspectele abordate au fost:  

-  preocuparea S.S.M.R. pentru asigurarea editării şi distribuirii publicaţiilor Societăţii: 

Bulletin Mathematique, Gazeta Matematică, Seria A (Preocuparile redactorului şef, domnul 

profesor Dan Radu şi, mai nou, ale redactorului Radu Miculescu, de a selecta şi prelucra, cu 

discernământ, materialele existente au fost încununate cu succes, tirajul ajungând la 700 

exemplare), Gazeta Matematica, Seria B (începând cu anul 2005 se publică în Gazetă soluţiile 

la toate problemele propuse), Suplimentul Gazetei Matematice (probleme propuse la etapele 

judeţeană şi naţională ale olimpiadelor);  

-  demersurile S.S.M.R. de a modifica actualul regulament al concursurilor şcolare, în special 

cel al olimpiadei de matematică, în sensul redobândirii statutului de co-organizator al acestor 

manifestări, cu atât mai mult cu cât Societatea este membru fondator al concursurilor de 

matematică; 

-  organizarea în continuare a unor concursuri cum ar fi: Concursul Gazetei Matematice 

(fostul Concurs anual al rezolvitorilor), multitudinea de concursuri din ţară, Concursul 

„Traian Lalescu” ; 

-  colaborarea S.S.M.R. cu firma Softwin  materializată prin realizarea unui produs de 

excepţie: Gazeta Matematică 1895-2004 - ediţia electronică; 

-  organizarea Conferinţelor anuale ale Societăţii: Ploieşti (2004), Lugoj (2005), Bucureşti 

(2006), Bucureşti (2007, Conferinţă satelit pe lângă cel de al 6-lea Congres al 

Matematicienilor Români din 14-18 iulie 2007), Conferinţa Internaţională de Algebra 

Comutativă - Buşteni, 2007 şi tradiţionalele Sesiuni de comunicări metodico-ştiinţifice de la 

Sinaia; 

-  organizarea, în luna august a fiecărui an a Şcolii de vară de la Busteni; 

-  declararea anulului 2006, la recomandarea UNESCO, drept Anul Grigore Moisil. 

- marcarea centenarului Nicolae Teodorescu printr-o serie de activităţi dedicate profesorului şi 

savantului care a fost mai bine de un sfert de veac preşedintele Societăţii. 

  

28 iulie – 7 august 2008, Buşteni 

Cursurile de perfecţionare pentru profesorii de matematică 

17-21 august 2008, Piteşti 

Concursul Gazetei Matematice “Nicolae Teodorescu”, Ediţia a XXIX-a 

17-19 octombrie 2008, Bacău 

A XII-a Conferinţă Anuală a S.S.M.R. 

Noiembrie 2008 

S-a stins din viaţă Prof. Univ. Dr. Laurenţiu Panaitopol (1940-2008) 

 

 

 

http://www.rms.unibuc.ro/?q=node/32
http://www.rms.unibuc.ro/?q=node/32
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ANUL 2009 

 

24 ianuarie 2009 sau 14 februarie 2009 

 Olimpiada de matematică,  Etapa locală/pe sector  

Martie-Aprilie 2009 

Olimpiada de matematică,  Etapa judeţeană clasele V-VI 

7 martie 2009 

 Olimpiada de matematică, Etapa judeţeană clasele VII-XII 

7 martie 2009  

 Concursul naţional de matematică aplicată Adolf Haimovici, etapa judeţeană 

20 martie 2009 

 Concursul european de matematică aplicată Cangurul, clasele III-XII  

28 martie  2009 

Concursul interjudeţean Grigore Moisil ï Şcoala generală Grigore Mosil Ploieşti, jud. 

Prahova 

6 aprilie 2009  
Sesiunea de referate şi comunicări metodico-ştiinţifice: Aspecte ale predării matematicii în 

gimnaziu şi liceu ï Colegiul Naţional Nicolae Grigorescu Câmpina, judeţul Prahova 

8 aprilie 2009 

Concursul european de matematică aplicată Cangurul, clasele I-II 

11-16 aprilie 2009 

Olimpiada de matematică, Etapa naţională, clasele VII-XII - Constanţa, jud. Constanţa 

1-3 mai 2009  

A XIII-a Conferinţă Anuală a S.S.M.R, Beius, judetul Bihor 

25-29 mai 2009 

Sesiunea de comunicări ştiinţifice dedicată celei de-a 35-a aniversări a Filialei Vălenii de 

Munte a S.S.M.R. – Colegiul Naţional Nicolae Iorga, Vălenii de Munte, jud. Prahova 

29-31 mai 2009 
Olimpiada de matematica, Etapa naţională – Slatina, jud. Olt, clasele V-VI 

  iulie-august  2009 
 Şcoala de vară de la Buşteni, activitate de informare ştiinţifico-metodică a profesorilor de 

matematică (pâna la 1 iunie 2009 se vor finaliza demersurile pentru acreditarea acestei 

manifestări ca activitate de perfecţionare a cadrelor didactice şi conferinţa cu participare 

internaţionala) 

  august 2009 

Centenarul Societatii (întâlnire colegială la Valea Calugărească, unde acum 100 de ani, la via 

lui Ion Ionescu, s-au pus bazele Societăţii Gazeta Matematică 

15 septembrie 2009 – 15 aprilie 2010  
Aniversarea a 100 de ani de la înfiinţarea “Societăţii Gazeta Matematica”, precursoarea 

SSMR. 

Tot în anul 2009 aniversarea a 50 de ani de la organizarea primei Olimpiade Internaţionale de 

Matematică, Braşov, România. 

 octombrie 2009 

Regalul generaţiei XXI - Şcoala Sfânta Vineri, Ploieşti 

 noiembrie 2009 

Discipolii lui Lazăr - Gimnaziul Sfântul Vasile, Ploiesti 

 decembrie 2009 

Inteligenţe prahovene - Colegiul Naţional “Ion Luca Caragiale” Ploieşti 

 

 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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ASUPRA UNOR SUME DE FRACŢII 

                                                                                                             Prof. Stelian Banu                 

Şcoala Centrală  

Câmpina 

 

În culegerea de probleme de matematică pentru gimnaziu, autor Victor Raischi, se află 

exerciţiile: 
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Teoremă: Dacă y este număr prim, atunci 1+n  este prim. 

Demonstraţie: Prin reducere la absurd presupunem că 1+n  nu este prim Ý  

tkn Ö=+1 . Atunci: 
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yÝ  nu este număr prim, ceea ce contrazice ipoteza. Înseamnă că presupunerea făcută este 

falsă 1+Ý n  este prim. 

Reciproca acestei teoreme este falsă, după cum rezultă din exemplul următor: 

Considerăm 2=x  si 111=+n  obţinem: 89232047122...221 11102 Ö==-=++++=y . 

 În relaţia (*) pentru 2=x  şi  y  număr prim obţinem: 

nnn yN 2...21),2...221(2 2 +++=++++= , atunci : 
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 Rezultă că N este egal cu suma divizorilor mai mici decât N , ceea ce înseamnă că N 

este un număr perfect.  

 Folosind relaţia (*) pentru diferite valori ale lui x şi n obţinem: 
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În final propun spre rezolvare în numere întregi următoarele ecuaţii: 
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SPAŢII VECTORIALE 

                                                                                                        Prof. Diana Adriana Pristavu 

                    Colegiul Naţional “Nicolae Grigorescu” 

                                                                                                                                      Câmpina 

 

 

 Deşi foarte necesare în învăţământul superior pentru elevii care doresc să urmeze o 

facultate cu profil economic sau tehnic, spaţiile vectoriale au fost excluse din programa pentru 

liceu. 

 Pentru că legile de compoziţie se studiază la nivelul clasei a XII-a (chiar în semestrul 

II al clasei a XII-a pentru unele profile), nu există nici măcar posibilitatea ca elevilor să le fie 

propus un opţional care să se ocupe de spaţiile vectoriale. 

 Din acest motiv elevii pleacă la drumul studenţiei cu un handicap major din punctual 

meu de vedere şi toţi ştim că,  înainte de prima sesiune din viaţa lor, mulţi dintre foştii noştri 

elevi vin şi apelează la noi pentru ajutor în înţelegerea teoriei şi în rezolvarea problemelor 

legate de spaţiile vectoriale. Şi multora nu le vine să creadă că atât elementele teoretice, cât şi 

cele practice sunt suficient de accesibile, având tendinţa de a se / le complica. 

 De aceea eu consider că ar trebui ca, în acele ore aflate la dispoziţia profesorului, dacă 

elevii dau dovadă de interes şi nivelul clasei este suficient de bun, respective dacă mulţi elevi 
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vor să urmeze o facultate cu profil economic sau ethnic, să încercăm să introducem măcar 

noţiunile de bază aferente spaţiilor vectoriale: definiţii, exemple, liniar dependenţă, respective 

liniar independenţă a vectorilor, dimensiune a unui spaţiu vectorial, bază a unui spaţiu 

vectorial, chiar şi noţiuni legate de transformări liniare între două spaţii vectoriale, pornind de 

la transformările déjà cunoscute de ei de la geometrie: omotetia, rotaţia, simetria, etc. şi 

matricea asociată unei astfel de transformări. 

 Nu durează mai mult de 2 – 3 ore, iar elevii ne vor fi recunoscători în semestrul I şi în 

sesiunea de iarnă a primului lor an de studenţie. Bineînţeles, totul depinde de “material primă 

de la clasa”: elevii. 

 Voi prezenta în continuare câteva elemente de bază referitoare la capitolul “Spaţii 

vectoriale”, aşa cum l-am studiat “pe vremea noastră”. 

 

Elemente teoretice 

Definiţia 1: Se numeşte spaţiu vectorial peste un corp K o mulţime nevidă V dotată cu două 

operaţii +: V x V → V şi ∙: K x V → V cu proprietăţile: 

(V, +) grup abelian; 

a) ( ) ;,,, VxKxxx Í"Í"Ö+Ö=Ö+ bababa  

b) ( ) ;,,, VyxKyxyx Í"Í"Ö+Ö=+Ö aaaa  

c) ( ) ( ) ;,,, VxKxx Í"Í"ÖÖ=ÖÖ bababa  

d) ,,1 VxxxK Í"=Ö  unde K1 este elemental neutru al operaţiei de înmulţire din corpul K. 

 Notaţie: (V, K) – spaţiul vectorial V peste corpul K. 

Exemple de spaţii vectoriale: 

(R
3
, R) este spaţiul vectorial numeric real tridimensional, unde ( ){ }RzyxzyxR

t
Í= ,,|,,3 . 

(Mm,n(R), R) spaţiul vectorial real al matricelor cu m linii şi n coloane, cu elemente numere 

reale. 

(R[X], R) spaţiul vectorial real al polinoamelor în nedeterminata X, cu coeficienţi reali. 

Definiţia 2: Fie (V,K) un spaţiu vectorial. Un sistem finit de vectori  { }nvvv ...,,, 21 din V se 

numeşte liniar independent dacă KnÍ" aaa ,...,, 21 cu proprietatea 

0...2211 =+++ nnvvv aaa , rezultă 0...21 ==== naaa  . 

Definiţia 3:  Fie (V,K) un spaţiu vectorial. Un sistem finit de vectori { }nvvv ...,,, 21 din V se 

numeşte liniar dependent dacă există scalariiKnÍaaa ,...,, 21 , nu toţi nuli, astfel încât 

0...2211 =+++ nnvvv aaa . 

Propoziţia 1: Sistemul { }nvvv ...,,, 21 din V este liniar dependent dacă şi numai dacă cel puţin 

un vector din sistem este o combinaţie liniară a celorlalţi. 

Propoziţia 2: Orice subsistem al unui sistem de vectori liniar independent este liniar 

independent. 

Propoziţia 3: Orice suprasistem al unui sistem de vectori liniar dependent este liniar 

dependent. 

Propoziţia 4: Orice sistem de vectori care conţine vectorul nul este liniar dependent. 

Exemple: 

Să se studieze natura următorului sistem de vectori: 
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Rezolvare: Folosim definiţiile 2 şi 3. Fie RÍ321 ,, aaa  şi 0332211 =++ vvv aaa . 
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Rezultă sistemul: .
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 Determinantul 

matricei este det A = -5 (a-2) (a+3). 

 Dacă { },2,3\ -ÍRa  atunci determinantul matricei este nenul şi sistemul omogen este 

compatibil determinat. Rezultă că are doar soluţia banală 0321 === aaa . Deci vectorii 

{ }321 ,, vvv  formează un sistem liniar independent. 

Dacă a = -3 sau a = 2, atunci sistemul omogen este compatibil nedeterminat, deci are şi soluţii 

nenule. Atunci vectorii { }321 ,, vvv  formează un sistem liniar dependent. De fapt se observă că 

vectorii v2 = v3, respectiv v1 = v3. 

Definiţia 4:  Fie (V,K) un spaţiu vectorial. O familie de vectori {} VvG
Iii Ë=
Í

se numeşte 

sistem de generatori pentru V dacă orice vector din V se poate scrie ca o combinaţie liniară de 

vectori din G. 

Definiţia 5:  Fie (V,K) un spaţiu vectorial. Familia B Ë V se numeşte bază a spaţiului 

vectorial (V,K) dacă: 

B este o familie liniar independentă; 

B este un sistem de generatori pentru V. 

Definiţia 6: (V,K) este un spaţiu vectorial finit dimensional sau de tip finit dacă are o bază 

finită. 

Definiţia 7: Fie (V,K) un spaţiu vectorial finit dimensional. Se numeşte dimensiunea spaţiului 

vectorial şi se notează cu dimV numărul de vectori ai unei baze. 

Propoziţia 5:  Fie (V,K) un spaţiu vectorial cu dimV = m. Un sistem de vectori  { }mvvv ...,,, 21  

din V formează o bază a spaţiului (V,K) dacă şi numai dacă este liniar independent. 

Propoziţia 6:  Fie (V,K) un spaţiu vectorial de dimensiune finită. Atunci scrierea unui vector 

v într-o bază dată  B este unică. 

Definiţia 8:  Fie (V,K) un spaţiu vectorial cu dimV = n şi B ={ }nvvv ...,,, 21  o bază în acest 

spaţiu. Coordonatele vectorului x în baza B sunt scalarii α1,α 2 ,...,α n Í K astfel încât 

nnvvvx aaa +++= ...2211 . Vectorul ( )tnBx aaa ,...,, 21=  se numeşte vectorul coordonatelor 

lui x în baza B. 

Propoziţia 7:  Un sistem de vectori dintr-un spaţiu liniar real de tip finit este liniar 

independent dacă şi numai dacă rangul matricei având pe coloane coordonatele vectorilor 

sistemului într-o bază oarecare a spaţiului liniar este egal cu numărul de vectori. 
 

Exemple: 

1) Să se arate că mulţimea de vectori B formează o bază în spaţiul vectorial indicat şi să se 

determine coordonatele vectorului v dat în baza B. 

( ) .
11

11
,),(),(,

21

11
,

12

11
,

11

21
,

11

12
24321 öö

÷

õ
ææ
ç

å
==

ý
ü
û

í
ì
ë

öö
÷

õ
ææ
ç

å
=öö

÷

õ
ææ
ç

å
=öö

÷

õ
ææ
ç

å
=öö

÷

õ
ææ
ç

å
== vRRMKVAAAAB  

Rezolvare: Trebuie să demonstrăm că vectorii din B sunt liniar independenţi şi că formează 

un sistem de generatori pentru spaţiul matricelor pătratice de ordin 2 cu elemente numere 

reale. 

- sistem de vectori liniar independenţi: fie RÍ321 ,, aaa  şi 044332211 =+++ AAAA aaaa . 

Rezultă sistemul: 
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 Determinantul matricei este det A = 

5  ̧ 0 şi sistemul omogen este compatibil determinat. Rezultă că are doar soluţia banală 

04321 ==== aaaa . Deci sistemul B={A1, A2, A3, A4} este format din vectori liniar 

independenţi. 

-  sistem de generatori: dim M2(R) = 4 şi card B = 4, rezultă exact acest lucru. Deci B este o 

bază a spaţiului ( )RRM ),(2 . 

-  scrierea vectorului v în funcţie de vectorii din B (determinarea coordonatelor acestuia în 

baza B) se realizează astfel: fie RÍ321 ,, aaa  astfel  încât 44332211 AAAAv aaaa +++= . 

Rezultă sistemul: .

2121

1211

1121

1112

,

12

12

12

12

4321

4321

4321

4321

ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

=

î
î

í

î
î

ì

ë

=+++

=+++

=+++

=+++
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 Determinantul 

matricei este det A = 5  ̧ 0 şi sistemul este compatibil determinat, având soluţia: 

5

1
4321 ==== aaaa . Deci coordonatele vectorului v în baza B sunt .

5

1
,

5

1
,

5

1
,

5

1
t

Bv ö
÷

õ
æ
ç

å
=  

 Spaţiul nu permite dezvoltarea acestor informaţii. Ca bibliografie se pot folosi 

manualele de clasa a XII-a anterioare anului 2000 sau cursurile puse la dispoziţia studenţilor 

facultăţilor cu profil economic sau tehnic. 

 

 

 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
 

 

 

 

EVOLUŢIA NOŢIUNII DE FUNCŢIE 

                                                                                                              Profesor Valentin Anghel 

                                                                                                                    Grup Şcolar Forestier 

Câmpina 

                                                         

 

          Noţiunea de funcţie pare să fi devenit familiară  practicii matematicienilor pe la finele 

secolului al XVI–lea şi începutul celui de al XVII–lea, odată cu cercetările lui Neper, 

Descartes, şi Fermat. Dezvoltarea geometriei analitice a solicitat din plin dependenţa 

funcţională. Termenul de funcţie apare în lucrările lui  Leibniz , în anul 1694 . Trebuie să 

evidenţiem însă faptul că matematicienii au folosit corespondenţa dintre mărimi încă din 

antichitate. Aşa, spre exemplu, aria cercului era dată printr-o expresie care depinde de 

diametru, iar suma progresiei aritmetice printr-o expresie care depinde de primul termen, de 

raţie şi de numărul termenilor progresiei. Au existat, de asemenea o serie de tabele 

trigonometrice şi astronomice pentru calculul dependenţei funcţionale etc. 

        Ideea de funcţie s-a clarificat treptat , în secolul al XVII – lea prin lucrările lui Leibniz 

şi Newton, astfel încât pe la finele secolului al XVII-lea  Jean Bernoulli, elevul lui Leibniz, a 

introdus pentru prima dată în terminologia matematică definiţia noţiunii de funcţie şi, în 

acelaşi timp, simbolul pentru pentru desemnarea funcţei de o variabilă reală. Leonhard Euler, 
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elevul lui Jean Bernoulli, în secolul al XVIII-lea, a introdus noţiunea de funcţie implicită, 

ocupându-se îndeosebi de funcţiile analitice. Tot  lui  Euler  îi aparţine simbolul f(x) , introdus 

în anul 1740. El a făcut şi o clasificare  a funcţiilor în funcţii algebrice şi funcţii 

transcendente. Tot el a introdus şi noţiunea de variabilă complexă, propunănd notaţia cu  i  

pentru  1-  . Euler  a făcut şi legătura dintre funcţia trigonometrică  şi cea  

exponenţială: sin
2

ix ixe e
x

--
= , cos

2

ix ixe e
x

-+
= . Dealtfel, tot el a introdus în analiza 

matematică  liniile trigonometrice ca funcţii, funcţia de două variabile etc. Secolul al    

XVIII– lea  mai adaugă pe acest făgas câteva nume ilustre de matematicieni: D' Alembert , 

Fourier, D. Bernoulli şi Lagrange ,care şi-au adus contribuţia la folosirea şi lărgirea 

conceptului de funcţie . Pentru aceşti matematicieni , noţiunea de funcţie era legată la început 

de posibilitatea exprimării dependenţei funcţionale prin indicarea  valorilor unei funcţii pe 

baza unei formule. Mai târziu , ei s-au convins că nu este esenţial faptul indicării valorilor 

funcţiei printr-o singură formulă , funcţia putând fi exprimată prin formule diferite pe 

intervale diferite. 

      În prima jumătate a secolului al XIX – lea , mai întâi  Cauchy şi apoi  Riemann  şi 

Weierstrass conturează o definiţie riguroasă şi generală a noţinii de funcţie, considerată ca un 

triplet   (E, F, f ) , unde  E este domeniul de definiţie al funcţiei , F este mulţimea în care 

funcţia ia valori, iar  f  este regula care asociază fiecărui element  x din E un element y din F. 

Astfel funcţia reală de variabilă reală , a cărei definiţie într-o concepţie modernă se datorează 

în primul rănd lui  Cauchy, şi –a ocupat locul său de frunte în cadrul aparatului matematicşi al 

gândirii matematice. De remarcat este faptul că matematica îi datorează tot lui Cauchy şi 

definiţia riguroasă a noţinii de continuitate a funcţiei , care a dat un puternic împuls 

dezvoltării analizei matematice. 

       Un alt matematician de al cărui nume este legată evoluţia noţiunii de funcţie, în 

această primă parte a celui de–al XIX-lea secol este Dirichlet. El s-a preocupat atât de 

aspectul teoretic al acestei noţiuni cât şi de unele aspecte aplicative privind mecanica şi fizica 

matematică . Tot el a dat un exemplu de funcţie pentru care nu este necesară o formulă de 

calcul : este vorba de funcţia definită prin  ()
1, ,

0, ,

daca x Q
f x

daca x R Q

Íë
=ì

Í -í
 

          Ea este discontinuă în toate punctele domeniului de definiţie, deci nu i se poate 

construi graficul. Într-adevăr , fie 0x R QÍ - . Există deci un şir ( )n n N
x

Í
, nx QÍ , 0nx x­ . 

Atunci ( ) 1nf x = , deci ( ) ( )0lim 1 0n
n

f x f x
­¤

= ¸ =şi funcţia nu este continuă în punctul 

iraţional 0x .  Fie acum 0x QÍ . Considerăm un şir de numere iraţionale ( )n n N
x

Í
 convergent 

către 0x . Avem în acest caz ( ) 0nf x = , iar ( ) ( )0lim 0 1n
n

f x f x
­¤

= ¸ =, deci funcţia nu este 

continuă în nici un punct raţional 0x .  De observat că în prima parte a acestei demonstraţii am 

presupus existenţa unui şir de numere raţionale care care converge către numărul iraţional 0x . 

Acest lucru rezultă chiar din definiţia numărului iraţional. Pentru a stabili existenţa unui şir de 

numere iraţionale, care converge către un număr raţional fixat 0x , vom construi mai întâi un 

şir de numere iraţionale care converge către zero.  Fie 0y  un număr iraţional şi fie un şir 

( )n n N
y

Í
 de numere raţionale, convergent către 0y . Notând 0n ny ya= - , avem: 0na­  şi  

n R QaÍ -  .Fie acum 
0x QÍ  şi fie 0

1
n x

n
b= + . Rezultă n QbÍ , şi 0n xb­ b. Atunci notând  

n n nx b a= +  avem: nx R QÍ - , n R QaÍ - , n ox x Q­ Í . 

      Menţionăm, de asemenea, prodicioasa activitate a lui Gauss în dezvoltarea noţiunii de 

funcţie. În această epocă, noţiunea de funcţie se dezvoltă atât ca sferă de cuprindere, cât şi în 

profunzime. Astfel, au fost puse în evidenţă funcţii cu proprietăţi neaşteptate, ca de exemplu, 
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funcţii continue care au un număr infinit de maxime şi de minime pe un interval finit cum ar fi  

funcţia definită prin ()
cos , , 0

0, , 0

x daca x
f x x

daca x

pë
¸î

ì
î =í

    Această funcţie are un număr infinit de 

maxime şi de minime pe intervalul [ ]0,1 . De asemenea au fost construite funcţii continue la al 

căror grafic nu se poate duce tangentă în nici un punct etc. 

      Trebuie remarcat faptul că şi noţiunea de funcţie, ca dealtfel evoluţia întregii 

matematici, s-a dezvoltat atât datorită unor impulsuri din exterior, create îndeosebi de 

cerinţele fizicii şi ale dezvoltării tehnicii, cât şi datorită unor impulsuri interioare matematicii 

ca ştiinţă . 

      La finele secolului al XIX–lea şi începutul celui de-al XX–lea o serie de mari 

matematicieni: Dedekind, Cantor şi Darboux au adus contribuţii remarcabile la dezvoltarea  

teoriei funcţiilor de variabilă reală şi a funcţiilor de variabilă complexă. În această etapă 

studiul funcţiei trece treptat de la funcţia numerică de argument numeric, la funcţia definită pe 

o mulţime arbitrară, cu valori într-o mulţime oarecare. 

     În cel de-al treilea deceniu al secolului al XX-lea matematicieni români: Florin 

Vasilescu, Alexandru Froda, Octav Onicescu au obţinut câteva rezultate remarcabile în studiul 

funcţiilor reale arbitrare de o variabilă reală: primul în privinţa funcţiilor multiforme de 

variabilă reală; al doilea în studiul proprietăţilor de vecinătate ale funcţiilor; iar al treilea, 

asupra unor proprietăţi statistice ale funcţiilor. Un alt matematician român, Dimitrie Pompeiu, 

a definit o întreagă clasă de funcţii a căror derivată este mărginită dar neintegrabilă  

Riemman. De asemenea matematicianul  român  Simion Stoilov s –a ocupat la începutul celui 

de al patrulea  deceniu al secolului  trecut de funcţiile continue măsurabile  „Jordan” , iar 

matematicianul  Miron Nicolescu aducea în 1933 ,o serie de rezultate valoroase în ceea ce 

priveşte-funcţiile măsurabile „Jordan”. Tot în această perioadă alţi mari matematicieni: Borel, 

Luzin, Frechet, Denjoy, Hincin, Lebesque, P.S. Alexandrov ş.a..., au adus contribuţii 

considerabile la studiul funcţiilor. 

      Astfel a fost dezvoltată noţiunea de funcţie de domeniu (sau funcţie de mulţime),care 

avea să răspundă mult mai bine cerinţelor de cercetare din domeniul fizicii şi al tehnicii. 

Ulterior s-a ajuns la noţiunea de funcţie generalizată ale cărei baze au fost puse de 

matematicianul Laurent Schwartz, pe la mijlocul secolului trecut. Şi la noi şcoala matematică 

românească a fost preocupată şi continuă să dezvolte o serie de cercetări fructuoase privind 

teoria funcţiilor generalizate, capitol care mai apare şi sub denumirea de „teoria distribuţiilor”. 

În acest sens, se pot cita studiile întreprinse de Alexandru Ghica, sau de Gheorghe  Marinescu 

şi de Romulus Cristescu. Între anii 1950 – 1970, s-au realizat şi alte generalizări privind 

noţiunea de funcţie, fie sub denumirea unor operatori (clase de echivalenţă), de a căror 

evoluţie este legată şi contribuţia matematicianului român Ciprian Foiaş, fie sub alte 

denumiri. Se remarcă  de asemenea o serie de contribuţii ale şcolii noastre de matematică şi în 

ceea ce priveşte dezvoltarea unor aspecte legate de latura pedagogică a noţiunii de funcţie, de 

folosire a acesteia în procesul de modelare matematică. 

 
 

 

 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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ŞIRURI DE NUMERE DEFINITE PRIN INTEGRALE 

                                                                                                                Prof. Dumitru Popa 

                                                                                          Colegiul Naţional “Nicolae Iorga” 

                                                                                                                   Vălenii de Munte 

 

 

1. Primul tip de şiruri 

Şiruri cu termenul general de forma ()
b

n

n

a

a f x dx=ñ ,  n N*Í . 

Presupunem că [ ]: ,f a b R+­  este o funcţie continuă. Rezultă că ,nf n N*Í  este 

continuă deci integrabilă. Studiul sirului ( )na  se poate face şi pe baza următoarelor 

consideraţii: 

Varianta I:  

Deoarece () [ ]0, ,f x x a b² " Í , monotonia integralei implică 0,na n N*² " Í  ceea ce 

se poate stabili folosind egalitatea: () ()1

1 1

b

n

n n

a

a a f x f x dx-

-
è ø- = -ê úñ  si apoi semnul expresiei 

()1f x - . 

Dacă presupunem () [ ]0 1, ,f x x a b¢ ¢ " Í  atunci rezultă că 10 n na a -¢ ¢  şi că şirul 

( )na  este descrescător şi mărginit, deci convergent. 

Remarcă: În cazul când f  este strict descrescătoare (crescătoare) se demonstrează că 

lim 0n
n

a
­¤

= . 

Varianta II:  

Din faptul că ,nf n N*Í  este continuă, conform teoremei de medie pentru integrala 

definită, rezultă că [ ],nc a b$ Í  care depinde de nf , astfel încât ()( )n

n na f c b a= - . 

Presupunem că [ ]lim ,n
n

c c a b
­¤

= Í . În consecinţă () ()lim n
n

f c f c
­¤

= . 

-Dacă ()0 1f c¢ <, atunci lim 0n
n

a
­¤

= . 

-Dacă () 1f c =  şi ()lim 1n
n

f c d
­¤
è ø- =ê ú  atunci ( )lim d

n
n

a e b a
­¤

= - . 

-Dacă () 1f c > , atunci lim n
n

a
­¤

=¤ 

Varianta III:  

Deoarece f  este continuă, rezultă ()0 m f x M¢ ¢ ¢,() [ ],x a b" Í  şi monotonia 

integralei conduce la ( ) ( )0 n n

nm b a a M b a¢ - ¢ ¢ -. De aceea cazul 1M <  implică 

lim 0n
n

a
­¤

= , iar cazul 1m>  implică lim n
n

a
­¤

=¤ 

 

2. Al doilea tip de şiruri 

  Şiruri cu termenul general de forma ()
1n

n

n

a f x dx

+

=ñ , n N*Í , ( ) ( ): 0, 0,f +¤ ­ +¤ 

continuă 

În ipoteza că integrala nu este imediată, studiul şirului ( )
0n n

a
>

 se poate face raţionând 

astfel: deoarece () () ( )0, 0,f x x> " Í +¤, monotonia integralei implică ()0,na n N*> " Í  şi 
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deci şirul ( )
0n n

a
>

 este mărginit inferior. Apoi în integrala ()
2

1

1

n

n

n

a f x dx

+

+

+

=ñ  se face 

schimbarea de variabilă 1x t= + şi se obţine ( ) ()
1

1 1

n

n n

n

a a f x f x dx

+

+
è ø- = + -ê úñ .  

Presupunem ( ) ()1 0f x f x+ - ¢. Prin monotonia integralei obţinem 

()1 0,n na a n N*+- ¢ " Í. În acest caz şirul ( )na  este descrescător şi mărginit inferior, deci 

covergent.  

Dacă ( ) ()1 0f x f x+ - ², atunci ( )na  este un şir crescător şi deoarece funcţia f  este 

continuă, conform teoremei de medie () [ ], 1nc n n$ Í + astfel încât ()n na f c= .  

Atunci: i) dacă f  este mărginită, atunci şirul ( )na  este mărginit. 

             ii) dacă ()lim
x

f x a
­¤

= , atunci lim n
n

a a
­¤

= . 

 

2. Al treilea tip de şiruri 

Şiruri cu temenul general ()
1

n

na f x dx=ñ , n N*Í , [ ): 1,f R+¤ ­  funcţie continuă. 

Presupunem () () [ )0, 1,f x x> " Í +¤. Atunci 0na >  şi  ()1 0,n na a n N*+- > " Í 

adică ( )na  este un şir crescător de numere pozitive. Dacă adăugăm şi condiţia ca 

[ ) ( ): 1, 0,f +¤ ­ +¤ să fie strict descrescătoare şi notăm ()
1

n

n

k

s f k
=

=ä  atunci şirurile ( )na  si 

()ns  sunt crescătoare şi au aceeaşi natură deoarece () ()() [ ], , 1f k f x x k k² " Í +, implică 

() ()
1k

k

f k f x dx

+

²ñ  şi deci (),n ns a n N*² " Í. Dacă () ()() [ ], 1,f k f x x k k¢ " Í - , 2k²  

atunci () ()1 ,n ns f a n N*- ¢ " Í. 

Remarcă: Putem utiliza şi formula de medie ()( )1n na f c n= - , [ ]1,nc nÍ . Dacă există 

lim n
n

a a
­¤

= , a RÍ  şi ()lim n
n

f c l
­¤

=  atunci 0l = . Pentru a dovedi este suficient să trecem la 

limită în relaţia ()
1

n
n

a
f c

n
=

-
. 

 

Exemple 

Problema 1. Se consideră şirul ( )
1n n

a
²

 definit prin ( )
1

0

ln 1 n

na x dx= +ñ . 

     a) Arătaţi că şirul ( )
1n n

a
²

 este convergent. 

     b) Calculati  lim n
n

a
­¤

. 

Rezolvare: 

a) 0 1x¢ ¢ 0 1nxÝ ¢ ¢ 1 1 2nxÝ ¢ + ¢ de unde ( ) () [ ]0 ln 1 ln 2, 0,1nx x¢ + ¢ " Í. Atunci 

( )
1

0

0 ln 1 ln 2nx¢ + ¢ñ ()0 ln 2, 0na nÚ ¢ ¢ " ². Deci 1n na a+- = ( ) ( )( )
1

1

0

ln 1 ln 1n nx x dx++ - +ñ  

1 1

1

0

1
ln

1

n

n n n

x
a a dx

x

+

+

+
Ú - =

+ñ . Dar () [ ]1 , 0,1n nx x x+¢ " Í , în consecinţă 11 1n nx x++ ¢ +, de 
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unde 
11

0 1
1

n

n

x

x

++
< ¢
+

 şi () [ ]
11

ln 0, 0,1
1

n

n

x
x

x

++
¢ " Í

+
. Deci 

1 1

0

1
ln 0

1

n

n

x

x

++
¢

+ñ  
1 0n na a+Ý - ¢, 

()n N*" Í  adică şirul ( )
1n n

a
²

 este mărginit şi monoton descrescător, în consecinţă 

convergent. 

b) Considerăm funcţia [ ]: 0,1f R­ , () ( )ln 1 n nf x x x= + -. Funcţia f  este derivabilă şi 

()
2 1

0
1

n

n

nx
f x

x

-

¡ =- ¢
+

. Rezultă că funcţia este descrescătoare pe [ ]0,1  şi () ()0 0f x f¢ =, 

() [ ]0,1x" Í ( )ln 1 0n nx xÝ + - ¢, () [ ]0,1x" Í ( )ln 1 n nx xÝ + ¢ , () [ ]0,1x" Í . Atunci  

( )
1 1

0 0

ln 1 n nx x dx+ ¢ñ ñ

1
1

0
1

nx

n

+

=
+

1

1n
=
+

. Deci  
1

0
1

na
n

¢ ¢
+
()n N*" Í lim 0n

n
a

­¤
Ý = . 

 

Problema 2.  Se consideră şirul ()
1n n

I
²

 dat de 
1

0

n x

nI x e dx=ñ , ()n N*" Í . 

   a) Să se demonstreze că şirul ()
1n n

I
²

 este convergent 

   b) Să se calculeze lim n
n

nI
­¤

. 

Rezolvare: 

a) 1n nI I+-
1 1

1

0 0

n x n xx e dx x e dx+= -ñ ñ ( )
1

0

1 0n xx e x dx= - ¢ñ  deoarece ( )1 0n xx e x- ¢, 

() [ ]0,1x" Í .  Atunci 1n nI I+¢  şi rezultă că şirul ()
1n n

I
²
este descrescător. Din faptul că 

0 1x¢ ¢ 0 n x xx e eÝ ¢ ¢  integrând pe [ ]0,1  obţnem 0 1nI e¢ ¢ - adică ()
1n n

I
²

 este un sir 

mărginit. Fiind monoton şi mărginit ()
1n n

I
²

este convergent. 

b) Funcţia [ ]: 0,1f R­ , () n xf x x e=  fiind continuă, există ( )0,1cÍ  astfel încât 

()
1

0

nI f x dx=ñ ( )()1 0 f c= - n cc e= . Atunci lim n
n

I
­¤

lim 0n c

n
c e

­¤
= =. Dar 

1

1

1

0

n x

nI x e dx+

+=ñ  

1
1

0

n xx e+= ( )
1

0

1 n xn x e dx- +ñ . Deci ( )1 1n nI e n I+= - + . Atunci 1n n nnI e I I+= - -. Rezultă 

lim n
n

nI
­¤

( )1lim 0n n
n

e I I+
­¤

= - - =. 

 

Problema 3.  Se consideră şirul ( )
0

ln 1

n

x

na e dx-= +ñ ,  1n². Să se arate că şirul ( )
1n n

a
²

 este 

convergent şi are limita în intervalul 
3

,1
4

è ø
é ù
ê ú

. 

Rezolvare 

( )
1

1 ln 1 0

n

x

n n

n

a a e dx

+

-

+- = + >ñ , deoarece ( )ln 1 0xe-+ >. Deci ( )
1n n

a
²
este monoton crescător. 

Dar ( )
0

ln 1

n

x

na e dx-= +ñ
( )1 ln 1

ne

y
dy

y-

+
=ñ  prin schimbarea de variabilă xe y- = , 

1
dx dy

y
=- . 
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Cum 
( )ln 1

1
y

y

+
<

1

n

n

e

a dy
-

Ý ¢ñ 1 1ne-= - <. Deci ( )
1n n

a
²

 monoton crescător şi mărginit 

superior, adică ( )
1n n

a
²

  este convergent. 

Din  
( )ln 1

1
2

y y

y

+
> -

1

1
2n

n

e

y
a dy

-

å õ
Ý > -æ ö

ç ÷
ñ

21 3
1

4 4 4

n
n e

e
-

-= - - + ­ . Deci 
3

lim ,1
4

n
n

a l
«¤

è ø
= Íé ù

ê ú
. 

 

Problema 4.  Se consideră şirul 
1

ln

e

n

na xdx=ñ ,  ()n N*" Í  

    a) Arătaţi că şirul ( )
1n n

a
²

 este convergent. 

    b) Calculati lim n
n

n a
­¤
Ö  

Rezolvare 

a) Din ipoteza 1 x e¢ ¢ rezultă 0 ln 1x¢ ¢ şi 0 ln 1n x¢ ¢. Atunci 
1 1

0 ln

e e

n xdx dx¢ ¢ñ ñ= 

1e= -, de unde avem că 0 1na e¢ ¢ -, ()n N*" Í . Deci şirul ( )na  este mărginit. 

 Dar ( )1

1

ln 1 ln 0

e

n

n na a x xdx+- = - ¢ñ  şi atunci 1n na a+¢ , ()n N*" Í . Prin urmare şirul ( )na  

este descrescător. Fiind monoton şi mărginit şirul ( )na  este convergent. Deci lim n
n

a a R
­¤

= Í . 

b) Din 1

1

1

ln

e

n

na xdx+

+=ñ ( )1

1

1

ln 1 ln

e
en nx x n xdx+= - +ñ  deducem că ( )1 1n na e n a+= - +  si 

( )1
1

1
n na e a

n
+= -

+
. Atunci ( )1

1
lim lim 0

1
n n

n n
a e a

n
+

­¤ ­¤
= - =

+
. În consecinţă lim n

n
n a

­¤
Ö = 

= ( )1lim
1

n
n

n
e a e

n
+

­¤
- =

+
. 
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DESPRE E-LEARNING 

                                                                                                            Prof. Andrei Dobre 

                                                                                                                  Liceul Teoretic 

                                                                                                                               Azuga 

 

În sens larg, prin elearning (sau e-learning) se întelege totalitatea situatiilor 

educationale în care se utilizeaza semnificativ mijloacele tehnologiei informatiei si 

comunicarii. Termenul, preluat din literatura anglo-saxona, a fost extins de la sensul primar, 

etimologic, de învatare prin mijloace electronice, acoperind acum aria de intersectie a 

actiunilor educative cu mijloacele informatice moderne. Definit astfel, mai mult ca e-

education, aria semantica a conceptului e-learning interfereaza cu si se suprapune indefinit 

variabil pe o multitudine de termeni ce surprind varietatea experientelor didactice ce pot 
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beneficia de suport tehnologic: instruire asistata/ mediata de calculator, digital/ mobile/ online 

learning/ education, instruire prin multimedia etc. Sub denumirea de software didactic/ 

educational, o gama larga de materiale electronice (pe suport digital/ multimedia) sunt 

dezvoltate pentru a simplifica procesul de educatie: harti, dictionare, enciclopedii, filme 

didactice, prezentari în diverse formate, carti (e-books), teste, tutoriale, simulari, software ce 

formeaza abilitati, software de exersare, jocuri didactice etc. Computerul si materialele 

electronice/ multimedia sunt utilizate ca suport în predare, învatare, evaluare sau ca mijloc de 

comunicare (pentru realizarea unor sarcini individuale etc). 

În sens restrâns, elearning-ul reprezinta un tip de educatie la distanta, ca experienta 

planificata de predare-învatare organizata de o institutie ce furnizeaza mediat materiale într-o 

ordine secventiala si logica pentru a fi asimilate de studenţi în maniera proprie. Medierea se 

realizeaza prin noile tehnologii ale informatiei si comunicarii - în special prin Internet. 

Internetul constituie atât mediul de distributie al materialelor, cât si canalul de comunicare 

între actorii implicati. Functional deocamdata doar la nivelul învatamântului superior si în 

educatia adultilor, sistemul de instruire prin Internet replica si adapteaza componentele 

demersului didactic traditional/ fata-în-fata: planificare, continut specific si metodologie, 

interactiune, suport si evaluare. 

Societatea zilelor noastre este caracterizată printr-o dezvoltare multilaterală, implicând 

reforme pe plan cultural, social, politic, tehnologic. Într-un astfel de mediu în continuă 

schimbare, resursa umană a unui stat este capitalul cel mai valoros. Plus-valoarea adusă de 

resursa umană este în strânsă dependenţă de nivelul de educaţie; astfel, o autentică societate a 

cunoaşterii este o societate a învăţării continue. 

Societatea cunoaĸterii - aceasta este denumirea generică  dată societăţii de astăzi, 

făcând referire la faptul că accesul la informaţie, precum şi  prelucrarea informaţiilor obţinute, 

este  neîngrădit, accentuat fiind prin tehnologiile existente la ora actuală şi, în principal, prin 

extinderea Internet-ului (world wide web).Termenul de societate a cunoaşterii este preferabil 

celui de societate a informaţiei, având o arie de cuprindere mai mare a schimbărilor ce au loc, 

în concordanţă cu dinamismul şi complexitatea acestora. 

 În aceste circumstanţe, îşi face apariţia cu paşi rapizi, sistemul e-learning,  sistem ce 

îşi propune a da procesului de învăţare noi concepte, urmărind ca învăţarea, ca activitate, să se 

desfăşoare în funcţie de necesităţile şi posibilităţile celui dornic de cunoaştere, fără restricţii 

sau impuneri de date, ore, coprezenţă. 

Mai întâi de toate, trebuie să înţelegem ce reprezintă noŞiunea de e-learning. Care este 

înţelesul acestui cuvânt? Cu siguranţă că fiecare dintre noi l-a auzit cel puţin o dată, dar care îi 

este semnificaţia? O definiţie scurtă, dar concisă ar fi aceea că e-learning, cuvânt ce s-ar putea 

traduce ca ´nvŁŞare prin mijloace electronice (electronic learning), înseamnă achiziţia unor 

cunoştinţe şi/sau formarea unor competenţe prin intermediul tehnologiei, respectiv prin 

folosirea calculatorului şi a Internetului. Atingerea obiectivelor de învăţare se face apelând la 

cursuri pe suport digital (cd, dvd) sau cursuri on-line (prin internet). 

Sistemul e-learning nu încearcă impunerea unei revoluŞii în sistemul de educaţie, ci 

propune un pas mai departe pentru procesul educaţional prin creşterea capacităţii de adaptare 

la cerinţele şi posibilităţile celor care se formează, având în vedere ritmul rapid în care decurg 

vieţile noastre. Avem din ce în ce mai mare nevoie de un sistem de educaţie mai flexibil, în 

care cel implicat în activitatea de instruire să îşi aducă contribuţia, un sistem care să stimuleze 

mai mult dorinţa de învăţare şi de acumulare a cât mai multor cunoştinţe. Prin sistemul e-

learning, îmbinând metoda de abordare directă şi educaţia la distanţă se reuşeşte îmbinarea şi 

a celorlalte modalităţi de exprimare, precum vizual şi/sau auditiv. Astfel, se delimitează 

specificul sistemului de e-learning, sistem care impune o altă dinamică a proceselor de 

predare şi învăţare, fiind capabil să furnizeze conţinuturile învăţării şi să faciliteze accesul la 

învăţare folosindu-se de un mediu multimedia special creat. Sistemul e-learning, apelând la 

ajutorul mediului digital, dezvoltă potenţialul uman, fără a-l constrânge la coprezenţă sau 

sincronizare. Ca exemple ale acestor tehnologii digitale pot fi menţionate editoarele de text, 
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capabile să corecteze eventualele greşeli ortografice sau gramaticale şi foile de calcul, foi ce 

permit oricui, indiferent de pregătirea profesională, să realizeze într-un mod rapid şi corect 

calcule de la cele elementare (adunări, scăderi, înmulţiri, împărţiri), la unele dintre cele mai 

complexe. De asemenea, putem introduce în această categorie şi bazele de date, baze care fac 

posibilă prelucrarea şi manipularea unor volume, chiar şi "gigantice", de informaţii, neţinând 

cont de capacitatea de memorare a persoanei care le întrebuinţează. Valoarea acestui sistem 

este aceea de a contribui la  trecerea de la o societate a informaţiei la o societate a cunoaşterii, 

o cunoaştere la care să aibă acces oricine, indiferent de zona unde se află şi de pregătirea pe 

care  o are.  Interculturalitatea, des întâlnită astăzi, se referă la diversitatea culturală şi la 

existenţa unui punct de convergenţă care să facă posibilă comunicarea între aceste comunităţi 

diverse. În acest sens, se observă convertirea conţinutului cultural al întregii lumi într-o formă 

digitală, făcând astfel posibilă accesarea acestor informaţii de oriunde, oricând. 

Cuvântul izolare nu îşi mai găseşte rostul într-o astfel de societate, al cărui scop, printre altele, 

este de a găsi strategii care să permită accesul nelimitat la cultură, contribuind la răspândirea 

ideii de societate a cunoaşterii.  Utilizarea sistemului e-learning este cu atât mai importantă, 

cu cât presupune existenţa feed-back-ului din partea interlocutorilor, aceştia neputând rămâne 

indiferenţi la instrumentele folosite de acest sistem, instrumente ce captează atenţia şi 

stimulează dorinţa de explorare, de implicare şi conştientizare a nevoilor personale de 

cunoaştere ale celui instruit. În acest sens sistemul e-learning îşi pune amprenta, reprezentând 

un pas înainte spre realizarea unei educaţii permanente, pentru întreaga viaţă .  

            Un element extrem de important în domeniul e-learning îl reprezintă modalitatea de 

proiectare a unui program de acest tip care să fie centrat pe învăţare şi pe performanţe 

educaţionale. Este esenţial ca în proiectarea unui astfel de program, firmele dezvoltatoare de 

soft să ţină cont de anumite aspecte, prezentate în tabelul următor. 

 

Elemente avute în vedere în proiectarea unui program e-learning 

Elemente Observaţii/ Exemple 

¶ Grup ţintă elevi, studenti, cadre didactice, persoane ce caută un 

loc de muncă, angajaţi 

¶ Conţinutul învăţării informaţii, deprinderi, capacităţi, competenţe, 

atitudini; cunoştinţe în diverse domenii de 

cunoaştere 

¶ Strategii didactice învăţarea prin cooperare, strategii inductive, 

învăţarea prin descoperire, învăţarea bazată pe 

proiect etc. 

¶ Instrumente TIC utilizate e-mail, site web, videoconferinţe, chat, software 

educaţional 

¶ Resurse buget, timp, personal alocat 

¶ Obiectivele programului perfecţionare, specializare, comunicarea de noi 

cunoştinţe, aprofundarea unor cunoştinţe, crearea de 

abilităţi şi competenţe specifice unor diferite 

domenii, etc. 

 

Sursa: date preluate elearning.ro ĸi prelucrate 

O caracteristică semnificativă a sistemului e-learning este aceea că nu se adresează 

unei categorii limitate de utilizatori. Acest tip de sistem poate fi adaptat cerinţelor şi nevoilor 

unei categorii extrem de variate de utilizatori, un program de tip e-learning putând fi dezvoltat 

şi implementat în vederea educŁrii elevilor, studenţilor în cadrul unei instituţii 

şcolare, educŁrii adulŞilor, în calitate de angajaţi şi/sau liber-profesionişti, prin programe de 

specializare sau perfecţionare. 
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În ritmul de dezvoltare greu de prezis al anilor ce vor veni, putem afirma că procesul 

de învăţare prin intermediul sistemului e-learning va cunoaşte noi etape, contribuind la 

dezvoltarea societăţii moderne, respectiv a societŁŞii cunoaĸterii. 

Pe siteul www.mateinfo.ro am lansat, ca proiect personal e-learning, Revista 

Electronica MateInfo.ro care poate fi foarte utilă elevilor si profesorilor din toata ţara, punând 

un accent deosebit pe pregatirea elevilor la matematică dar şi perfectionarea profesorilor de 

matematică si profesorilor diriginti. Acest revistă conţine, de asemenea, teste pentru elevii 

claselor terminale dar si pentru profesorii care dau examene de titularizare, definitivat si grad 

la MATEMATICA. 

 

 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

 

 

 
 

TESTE RECAPITULATIVE PENTRU BACALAUREAT (1) 

                                                                                                                     Prof. Buruiană Petre 

                                                                                                        Grup şcolar “Ion Kalinderu” 

                                                                                                                                         Buşteni 

                                                                                                     

 Enunţul testului 

Fie :f R R­ , () 21 2x xf x e e- -= + - . 

1) Fie polinomul []P R XÍ , () 21 2P X X X= + - . 

    a) Studiaţi semnul lui P . 

    b) Deduceţi semnul lui ()f x  pe R . 

    c) Ce se poate spune despre graficul functiei f . 

2) Determinaţi ()lim
x

f x
­¤

. Ce putem spune despre graficul functiei. 

3) Verificaţi că () ( )2 2 2x x xf x e e e-= + - şi apoi determinaţi  ()lim
x

f x
­-¤

. 

4) a) Calculaţi ()f x¡ , x RÍ . 

    b) Arataţi că ()f x¡  are acelaşi semn cu 4 xe-  şi apoi studiaţi semnul lui ()f x¡ . 

    c) Arătaţi că maximul lui f  este un număr raţional. 

5) a) Demonstraţi  că graficul funcţiei f  şi dreapta 1y=  au un singur punct în comun A , 

punct ale cărui coordonate se cer. 

    b) Studiaţi poziţia graficului funcţiei f  în raport cu dreapta 1y= . 

6) Determinaţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f  în punctul A . 

7) Calculaţi aria părţii din plan limitată de graficul funcţiei f , axa Oy  si dreapta 1y= . 

8) Se consideră şirul ( )n n N
u *Í

 dat prin ()( )
( )

ln 2

1 ln 2

1

n

n

n

u f x dx

+

- +

= -ñ . 

    a) Demonstraţi că ( )n n N
u *Í

 are termenii pozitivi. 

    b) Daţi o interpretare geometrică lui ( )n n N
u *Í

. 

9) a) Arătaţi că pentru () , 2n N n*" Í ², dacă ( )1 ln 2, ln 2x n nè øÍ - + +ê ú atunci 

( ) ()ln 2 1 1f n f x+ - ¢ - ( )( )1 ln 2 1f n¢ - + -. 

     b) Deduceţi că () , 2n N n*" Í ², avem ( )ln 2 1 nf n u+ - ¢ ( )( )1 ln 2 1f n¢ - + -. 

http://www.mateinfo.ro/
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     c) Demonstraţi că ( )n n N
u *Í

 este descrescător plecând de la rangul 2. 

     d) Arataţi că ( )n n N
u *Í

 este convergent. 

10) Fie ( )n n
S  şirul definit pentru 0n>  prin 

1 2 ...n nS u u u= + + +. 

     a) Scrieţi 
nS  cu ajutorul unei integrale. 

     b) Daţi o interpretare geometrică lui
nS . 

     c) Calculaţi 
nS  şi determinaţi lim n

n
S

­¤
. 

 

Soluţia testului 

1)a) () ( )
1

2 1
2

P x x x
å õ

=- - +æ ö
ç ÷

 Ý  () ( )
1

, 1,
2

x
å õ

" Í -¤ - Ç ¤æ ö
ç ÷

 () 0P x < ; ()
1

,1
2

x
å õ

" Í -æ ö
ç ÷

 

() 0P x >  iar () 0P x =  pentru 
1

,1
2

x
ë û
Í -ì ü
í ý

. 

  b) Notăm xe X- = . Să observăm că () , 0xx R e X-" Í = >. Atunci () 21 2f x X X= + -  

( )
1

2 1
2

x xe e- -å õ
=- - +æ ö

ç ÷
.  Avem () ( )0 2 1 0xf x e-< Ú- - < Ú 1 0xe- - > 1xe-Ú > Ú 

0x- > 0xÚ < . Apoi () ( )0 2 1 0 0xf x e x-> Ú- - > Ú >. 

    În concluzie () ()0, 0x f x" < < şi () ()0, 0x f x" > >. 

 c) Graficul funcţiei f  este sub axa Ox  pentru 0x<  şi deasupra axei Ox  pentru 0x> . 

2) ( )2lim 1 2 1x x

x
e e- -

­¤
+ - = 1yÝ =  este asimptotă arizontală la fG  spre +¤. 

3) () 2

2 2

1
2

x
x

x x

e
f x e

e e

-
-

- -

å õ
= + -æ ö

ç ÷
( )2 2 2x x xe e e-= + -.Atunci () ( )lim 0 0 2

x
f x

­-¤
=¤ + -=-¤. 

4)a) () ( )2 4x xf x e e- -¡ = -  

   b) ()2 0,xe x R- > " Í. 4 0 4 2ln 2x xe e x- > Ú < Ú < . 

Deci () ( ) (),2ln 2 , 0x f x¡" Í -¤ >; () ( ) ()2ln 2, , 0x f x¡" Í ¤ < si ( )2ln 2 0f¡ = . 

  c) f  strict crescătoare pe ( ], 2ln 2-¤  şi f strict descrescătoare pe ( )2ln 2,+¤, deci 

2ln 2x=  este un punct de maxim. Maximul este ( )2ln 2f = 2ln2 4ln21 2e e- -+ - =
1

ln
41 e+  

1
ln

162e-
1 2 9

1
4 16 8

Q= + - = Í. 

5)a) 21 1x xe e- -+ - = ( )1 2 0x xe e- -Ú - =
1

2

xe-Ú = ln 2xÚ = . Găsim ( )ln 2,1A . 

   b) () ( )1 1 2 0x xf x e e- -> Ú - >
1

1 2 0
2

x xe e- -Ú - > Ú < ln 2xÚ- <- ln 2xÚ >  

Deci () ( ) ()ln 2, , 1x f x" Í ¤ >  (graficul deasupra dreptei 1y= ) 

         () ( ) (), ln 2 , 1x f x" Í -¤ <   (graficul sub dreapta 1y= ) 

         ( )ln 2 1f =  

6) ( )ln 2,1A , ( ) ( ) ( )
1

ln
2ln 2 ln 2 4

1
ln 2 4 4 2

2
f e e e-¡ = - = - =. Atunci ecuaţia tangentei la graficul 

funcţiei în punctul A  este ( )
1

1 ln 2
2

y x- = - . 
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7)  ()( )
ln 2

0

1A f x dx= - =ñ ( ) ( )
ln 2

2 2 ln 2

0

0

1
2

4

x x x xe e dx e e- - - -- = - + =ñ . 

8)a) ()1 ln 2 ln 2,n n N*- + ² " Í. Am demonstrat că graficul funcţiei f  este deasupra dreptei 

1y=  pe [ )ln 2,¤ , deci ()n N*" Í , graficul funcţiei f  este deasupra dreptei 1y=  pe 

( )1 ln 2, ln 2n nè ø- + +ê ú () ( ) ()1 ln 2, ln 2 , 1 0x n n f xè øÚ " Í - + + - >ê ú   Ý  

()( )
( )

ln 2

1 ln 2

1 0

n

n

n

u f x dx

+

- +

= - ²ñ . 

 b) ( )n n
u  reprezintă aria domeniului plan limitat de graficul funcţiei f , dreapta 1y=  şi 

dreptele de ecuaţii ( )1 ln 2x n= - +  si 2x n ln= + . 

9)a) Am arătat că f  este strict descrescătoare pe [ )2ln 2,¤ . Avem  ( )1 ln 2 2ln 2n- + ²  

ln 2 1nÚ ² +. Dar ln 2 1 1,7+ º  deci ( )1 ln 2 2ln 2n- + ² ,() 2n" ² . 

      Atunci ( )1 ln 2 ln 2n x n- + ¢ ¢ + ( ) () ( )( )ln 2 1 ln 2f n f x f nÝ + ¢ ¢ - +Ý      

( ) () ( )( )ln 2 1 1 1 ln 2 1f n f x f n+ - ¢ - ¢ - + -                 ()* 

  b) Aplicăm “monotonia” integralei în ()* 

( )( )
( )

ln 2

1 ln 2

ln 2 1

n

n

f n dx

+

- +

+ - ¢ñ ()( )
( )

ln 2

1 ln 2

1

n

n

f x dx

+

- +

- ¢ñ ( )( )( )
( )

ln 2

1 ln 2

1 ln 2 1

n

n

f n dx

+

- +

- + - Úñ  

( )( )
( )

ln 2

1 ln 2
ln 2 1

n

n
f n x

+

- +
+ - nu¢ ¢ ( )( )( )

( )

ln 2

1 ln 2
1 ln 2 1

n

n
f n x

+

- +
- + - Ú 

( ) ( )( )ln 2 1 1 ln 2 1nf n u f n+ - ¢ ¢ - + -. 

  c) Pentru 2n² , avem ( ) ( )11 ln 2 1 ln 2 1nf n u f n++ + - ¢ ¢ + -. Dar ( )ln 2 1 nf n u+ - ¢, de 

unde rezultă ()1 , 2n nu u n+¢ " ², deci ( )n n
u  este descrescător. 

d)  Am arătat că () , 0nn N u*" Í ². ( )n n
u  este descrescător şi minorat de 0  deci ( )n n

u  este 

convergent.. 

10) a) ()( )
ln 2 1

ln 2

1nS f x dx

+

= - +ñ ()( )
ln 2 2

ln 2 1

1 ...f x dx

+

+

- + +ñ ()( )
( )

ln 2

1 ln 2

1

n

n

f x dx

+

- +

- =ñ  

()( )
ln 2

ln 2

1 .

n

f x dx

+

-ñ . 

 b) nS  reprezintă aria domeniului plan limitat de graficul funcşiei f , dreapta de ecuaţie 1y=  

şi dreptele de ecuaţii ln 2x=  şi ln 2x n= + . 

c)  ( )
ln 2

2

ln 2

n
x x

nS e e
+

- -= - = 21 1 1

4 2 4

n ne e- -- +. Atunci 
1

lim
4

n
n

S
­¤

= . 

 

 

 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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GRUPURI INCLUSE ÎNTR-UN MONOID  

                                                                                                      Prof. Răzvan Laiu 

                                                                                  Colegiul “Mihail Cantacuzino” 

                                                                                                                         Sinaia 

 

Introducere 

Fie ( ),M * un monoid cu elementul neutru e, şi H MË  parte stabilă a lui M  în 

raport cu *. În funcţie de apartenenţa lui e la H  şi de elementele inversabile sau 

neinversabile pe care le conţine H  există următoarele 5 posibilităţi: 

1) e HÍ  şi ( )H U MË  ( ( )U M este mulţimea elementelor inversabile) 

2) e HÍ  şi ( )H U MÆ ¸Å, ( )( )H M U MÆ - ¸Å 

3) e HÎ  şi ( )H U MË  

4) e HÎ  şi ( )H U MÆ ¸Å, ( )( )H M U MÆ - ¸Å 

5) e HÎ  şi  ( )H M U MË - .. 

Varianta e HÍ  şi ( )H M U MË -  nu este posibil căci ( )e U MÍ . 

Pentru monoidul ( ),C Ö putem da câte un exemplu din fiecare categorie: 

1) { }1, 1H = -; 2) { }0,1H = ; 3) { }2nH n N*= Í ; 4) {} { }0 2nH n N*= Ç Í   5) {}0H =  

Pentru monoidul ( )6 ,Z Ö putem da următoarele exemple: 1) { }1,5H = , 2) { }1,3H = , 5) 

{ }2,4H = . Exemple de tipurile 3) si 4) nu există după cum vom vedea în propoziţia 1 

În finalul articolului vom demonstra că dacă H  este grup atunci sunt posibile numai cazurile 

1) si 5). Vom demonstra însă şi rezultate mai generale în cazul în care H  este parte stabilă 

sau monoid. 

 

Propoziţia 1 

Fie ( ),M * un monoid cu elemental neutru e. Atunci sunt adevărate afirmaţiile: 

a) ( )U M  este parte stabilă a lui M  în raport cu legea *. 

b) Dacă monoidul este comutativ atunci ( )M U M-  este parte stabilă. 

c) Dacă H MË  este o parte stabilă finită cu e HÎ  atunci ( )H M U MË - . 

Demonstraţie 

a) Fie ( ),x y U MÍ  cu simetricele ( ),x y U M¡ ¡Í . Atunci y x¡ ¡*  este simetricul lui x y* . 

Într-adevăr ( )( )x y y x e¡ ¡* * * = şi ( )( )y x x y e¡ ¡* * * =.Deci ( )x y U M* Í  adică ( )U M  este 

parte stabilă. 

b) Fie ( ),x y M U MÍ - . Presupunem prin absurd că ( )x y U M* Í . Deci dacă x y z* = 

atunci există z M¡Í  astfel încât z z z z e¡ ¡* = * =. Compunem relaţia x y z* = la dreapta cu 

z¡ şi obţinem ( )x y z z z¡ ¡* * = * ( )x y z e¡Ý * * =. Notând y z¡*  cu x¡ avem x x e¡* =. Cum 

legea este comutativă avem şi x x e¡* = adică ( )x U MÍ  ceea ce este fals. Deci 

( )x y M U M* Í -  adică ( )M U M-  este parte stabilă. 
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c) Presupunem prin absurd că există ( )x H U MÍ Æ . Cum 2 3, , ,..., ,...nx x x x HÍ  şi H  este 

finită, există i j̧  astfel ca i jx x= . Putem presupune că i j> . Compunem relaţia i jx x=  cu 

( )1
j

x-  şi avem i jx e- = . Dar i jx H-Í  deci e HÍ  ceea ce este fals.  

   În concluzie ( )H M U MË - . 

Observaţii: 

1) Dacă monoidul nu este comutativ atunci afirmatia b) din propoziţia anterioară nu este 

adevarată. Exemplu: Fie monoidul ()( ),F N  unde (){ }:F N f f N N= ­  şi fie 

următoarele funcţii neinversabile, fiind nebijective: 

:f N N­ , () 1f x x= +   (nesurjectivă) 

:g N N­ ,  ()
1, , 1

0, , 0

x daca x
g x

daca x

- ²ë
=ì

=í
    (neinjectiva) 

( )() ()( )g f x g f x=
() ()

()

1, , 1

0, , 0,

f x daca f x

daca f x imposibil

ë - ²î
=ì

=îí

( )1 1x= + - ()1Nx x= =   

()( )1Ng f U F NÝ = Í . Deci () ()( )F N U F N-  nu este partă stabilă. 

2) Dacă H  nu este finită atunci afirmaţia de la punctul c) nu este adevărată. 

Exemplu: Fie monoidul ( ),C Ö şi { }2nH n N*= Í . H  este infinită, 1 HÎ  dar afirmaţia 

(){}0H C U CË - = este falsă. 

 

Propoziţia 2   

Fie ( ),M * monoid cu elementul neutru e şi H MË  un monoid cu elementul neutru e¡. 

a) Dacă e HÍ  atunci e e¡= . 

b) Dacă e HÎ  atunci ( )H M U MË -  

Demonstraţie 

a) (),x e e x x x M* = * = " Í (),x e e x x x HÝ * = * = " Í  

Pentru x e¡=  obţinem e e e¡ ¡* =                                (1) 

Avem totodată (),x e e x x x H¡ ¡* = * = " Í. 

Pentru x e H= Í  obţinem e e e¡* =                           (2) 

Din (1) şi (2) rezultă că e e¡=  

b) Presupunem prin absurd că există ( )x H U MÍ Æ . Cum e x x¡* =, compunând la dreapta 

cu x M¡Í  obţinem ( )e x x x x e¡ ¡ ¡* * = * = ( )e x x e¡ ¡Ý * * = e e e¡Ý * =      (3) 

Dar e este element neutru în M  adică e e e¡ ¡* =                                                       (4) 

Din (3) şi (4) rezultă e e¡=  ceea ce este fals. Deci ( )H M U MË - . 

Observaţie: 

Din cele 5 posibilităţi prezentate în introducere, dacă H MË  este monoid atunci sunt 

posibile numai cazurile 1), 2), 5). 

 

Propoziţia 3   

Fie ( ),M * un monoid cu elementul neutru e şi H MË  un grup. 

a) Dacă e HÍ  atunci ( )H U MË . 

b) Dacă e HÎ  atunci ( )H M U MË -  
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Demonstraţie 

a) Presupunem prin absurd că există x HÍ , ( )x U MÎ . Cum H  este grup, există x H¡Í  

astfel încât x x x x e¡ ¡* = * = (din propoziţia anterioară a rezultat că elementul neutru din H  

coincide cu elementul neutru din M ). Aceasta înseamnă că x  este inversabil în M  ceea ce 

este fals. Deci ( )x H x U MÍ Ý Í . 

b) Rezultă din propoziţia anterioară. 

Observaţie: 

Din cele 5 posibilităţi prezentate în introducere, dacă H MË  este grup atunci sunt posibile 

numai cazurile 1) si 5). 

Exemple 

a) Pentru monoidul ( ),C Ö avem () {}0U C C= -  şi exemple de grupuri incluse în ()U C  

putem da: { }1, 1G= -, { }2nG n N= Í . Pe de altă parte (){}0C U C- =  deci singurul grup 

inclus în ()C U C-  este {}0G= . 

b) Fie monoidul ( ),R* unde (),x y xy x y x R* = + + " Í cu elementul neutru 0  si singurul 

element neinversabil 1- . Singurul grup din (){ }1R U R- = - este { }1G= -. Din 

() { }1U R R= - - un grup cu un numar finit de elemente este { }0, 2G= -  . 

c) Pentru monoidul ( )6 ,Z Ö avem ( ){ }6 1,5U Z =  şi grupurile incluse în ( )6U Z  sunt {}1G=  

şi { }1,5G= . Totodată ( ){ }6 6 0,2,3,4Z U Z- =  şi grupuri incluse în ( )6 6Z U Z-  sunt 

{}3G= , {}4G= , { }4,2G=  cu elementul neutru 4 . 

d) Pentru monoidul ( )10 ,Z Ö avem ( ){ }10 1,3,7,9U Z =  şi grupurile incluse în ( )10U Z  sunt 

{}1G= , { }1,9G=  şi { }1,3,7,9G= . Pe de altă parte grupurile incluse în ( )10 10Z U Z-  

{ }0,2,4,5,6,8=  sunt {}0G= , {}6G= , { }6,4G=  cu elementul neutru 6  şi { }6,2,8,4G=  

tot cu elementul neutru 6  şi izomorf cu ( )4 ,Z +. 

 

 

 

 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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