Axioma supliment matematic nr. 36

ASUPRA PARADOXULUI OBTUZITA i
Miron Oprea

Se stie ci triunghiul reprezintd figura geometricd fundamentali att in geometrie cit si

in intreaga matematicd. Multiplele sale aplicatii practice la calculul distantelor pe suprafata
pimantului (triangulatia), a ariilor pe suprafata pimantului, a volumelor unor corputi etc., a
determinat o atentie speciald din partea matematicienilor, informaticienilor, atsronomilor,
fizicienilor etc. Mai mult, in crestinism, Sfanta Treime (Tatal-Fiul-Sf. Duh) este reprezentats
printr-un triunghi, in interiorul ciruia se afld un ochi , care semnificd ¢ totul existi si se poate
intelege, privind prin acest triunghi. Incd din Antichitate , matematicienii au dat o atentie
deosebitd formei de triunghi intelegand prin acesta placa #zunghiniardi cu toate punctele sale. In
decursul veacurilor,
S-au pus in evidenti o setie de linii si de puncte importante legate de triunghi, ajungindu-se in
secolele XIX-XX la o veritabild geometrie a triunghiului. S-au scris cirti cu titlul Geometria
triunghiului, cum este spre exemplu cea elaborati de celebrul matematician roméin Traian
Lalescu (1882-1929), dar tipiritd postum (1937) in limba francezd cu o prefagd de citre
G.Titeica.

Pentru triunghi, matematicienii au avut si au inci un adevirat cult- forma de triunghi
joacd un rol deosebit in Intreaga gindire matematica.

Se stie ci elementele principale ale unui triunghi sunt laturile i unghiurile si ca forma
unui triunghi este determinati numai de unghiurile sale. Luind ca reper, unghiul drept,
triunghiurile se clasific in trei forme: ascutitunghice (toate cele trei unghiuri sunt mai mici de
90°), obtuzunghice (c&nd triunghiul are un unghi mai mare de 90°) si dreptunghice (cand triungiul
are un unghi de 90).

Vom nota, ca de obicei, cele trei varfuri cit i mirimea unghiutilor triunghiului ABC
cu A,B,C, iar laturile (corespunzitoare) cat si marimea lor respectiv cu a,b,c.

Pentru ca trei puncte AB,C alese la intdmplare intr-un plan (&) si formeze

AABC  este necesar i suficient si  indeplineascd  urmitoarele  conditii:

(0<A<7m0<B<70<C<mA+B+C=n) sau

(a<b+cb<c+a;c<a+b) sau (c<b<aja<b+c).

Alegind la intdmplare trei puncte in plan, in dorinta de a construi un triunghi oarecare
(sd nu fie dreptunghic sau isoscel), se constatd cd de cele mai multe ori, triunghiul rezultat este
obtuzunghic. Si cercetdim mai indeaproape, spre a gisi o
explicatie a acestui “aparent paradox”.

n Fie B §i C primele doui puncte alese la
D, D, .
(r intdmplare in planul (a) (Fig.1).
Int() Prin constructia dreptelor: (D) L BC( in B);
B C (D,) L BC (in ©) si a cercului (I') de diametru BC,
U] v (1 planul (@) se partitioneaza atsfel:
(In
Fig. 1
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puncte d|SJuncte)
Intuitiv se observa:

1) Ae(I)= B >90°(aABC este obtuzunghic)
2) Ae(IIT)= C >90" (aABC este obtuzunghic)
Aent(I')= A>90°(aABC este obtuzunghic)
Ae (II) = A<90°,B<90°,C <90°(aABC este ascutitunghic)
):> B =90°(aABC este dreptunghic)
2) = C =90° (aABC este dreptunghic)
I')= A=90"(aABC este dreptunghic)
€(BC) = nu exista aABC.

Rezultd (intuitiv) ¢ sunt mult mai multe posibilititi ca AABC si fie obtuzunghic

3

)
)
4)
5) A

Ae
Ae

AA/-\A

6) A

decit si fie ascutitunghic. Ceva mai precis, observim ci aABC are trei posibilitti
(A>90" sau B>90° sau C >90") s fie obtuzunghic si numai o posibilitate (A < 90°
si B<90" si C <90") ca aABC si fie ascutitunghic.

Deoarece ne intereseaza forma triunghiului si nu lungimile laturilor, atunci putem si ne
rezumidm numai la triunghiurile inscrise inte-un cerc dat.

Fie cercul (I') din Fig 2 pe care alegem la
intdmplare trei puncte A,B,C ceea ce inseamni o disttibutie de
probabilitate uniformi pe cercul (I'). Odatd fixat varful A
al triunghiului, varful B va fi ales pe unul din semicercurile

determinate de diametrul AA .
Pentru ca AABC si fie ascutitunghic, varful C

trebuie si apartind “arcului de acitate” AB, definit de

—

diamtralele punctelor A si B. In caz ci C e AB' atunci

Fig. 2

~ABC este obtuzunghic (A >90%). La fel daca C € A/-é

—

atunci aABC este obtuzunghic (B >90°), iar daci C e AB atunci aABC este

obtuzunghic (C >90").

Dupi cum se observi, marimea “arcului de obtuzitate” a A ABC este mult mai mare
decit mirimea arcului de acuitate ceea ce inseamnd ci numdrul triunghiutilor obtuzunghice este
mult mai mare decit numirul triunghiurilor ascutitunghice inscrise in cercul (I") cand
varfurile sunt alese la intdmplare. Prin alegerea la intdmplare a punctului B (pe unul din cele
doui semicercuri determinate de diametrul AA ) s-a definit unghiul la centru ¢, care este o
variabild aleatoare uniform distribuitd pe intervalul [0,77 |. Dacd C este ales la Intaimplare pe
(I'), atunci probabilitatea conditionati de alegerea lui B ca punctul C s apartind “arcului de

2
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aitate” AB este (p/ 27T . Mediind pozitia lui B cu densitatea de probabilitate uniforma
1
. . . d 1., .
1/7[ , se obtine: P(AABC = a_scuﬂtunghm) = J‘i_(P = sideci
02w w4

P(AABC = obtuzunghic) = E , ceea ce atestd rezultatele de mai inainte obtinute intuitiv.
4

In continuare vom da o alti modalitate (vezi [1]) de a calcula probabilititile
domeniilor de acuitate (D<) si obtuzitate (D() ale triunghiurilor obtinute prin alegerea la

intimplare a varfurilor. Pentru a inlitura dificultatea nfinitagii planului, ne vom limita la un
domeniu finit, urmand ca ulterior marginile sale si se indepirteze la
infinit. Odata fixat varful A, nu retinem din plan, decat discul (D) de
centru A si de razd R. Alegem la intamplare punctul B in discul (D).
Domeniile de acuitate (D<) si de obtuzitate (D<) Tmpart discul (D) in

doui zone disjuncte (D)= (D <)U(D{) asa ca in Fig.3. Daci
notim I = |AB| <R s cosO = I’/R , atunci se vede imediat ci

aria O'(D<)Z%HRZ—(H—SiHHCOSQ)RZ—%ﬂl’z, iar aria

medie in ipoteza ci densitatea de probabilitate p a lui B este
uniformi in (D), avem:

2rr 2r
r)dr = dr =—-dr.
p(r) R? R?

Deci
< 2 % 1 1
O medie (D <) = jP(F)G(D <)dr =—2j' r[=7R*—(6-sinOcos@)R> —=rr’]dr
5 Ry 2 4
=£7ZR2
4
1 2
De unde rezultd P(D <) = 47Z-RRZ =%, iar P(D() :%

Se observd cd aceastd probabilitate este independentd de raza discului (D) si cd aga zisul
“paradox al obinzitayi/” eSte numai aparent.

Bibliografie:
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O INCADRARE PENTRU SIRUL ARMONIC
DR. DORIN MARGHIDANU , CORABIA
d.marghidanu@gmail.com

In acesti scurtd notd este pusi in evidentd o dubli inegalitate pentru sirnl armonic, din care
rexultd apoi foarte ugor divergenta sa s a SErigi armonice asociate .
Cuvinte cheie : sir armonic , incadrare , divergentd
2000 Mathematics Subject Classification : 26D15

Reamintim ¢ ptin  girul armonic (H n)n intelegem sirul in care termenul general
este egal cu suma inverselor primelor n Numere naturale, adici,

1 1
Hy=1+—- + ...+ — 1
V=14 - o

Termenul H, mai este numitin [3], al n-lea numdir armonic .

Despre ( Hn)n stim cd este un sir divergent, desi pentru termenul siu general
avem

im ~ =0
n — o

Se cunosc peste 20 de demonstratii privind divergenta seriei asociate acestui gir
(v.de ex.[4], [2], [5]), incepand cu cea a cdlugdrului Nicholas Oresme( cel care |-a
semnalat pentru prima dati), din anul 1350 .

1n cele ce urmeazi ne va interesa o incadrare a sirului armonic prin alte doud siruri
a caror divergenti si fie evidentd . Pentru aceasta vom prezenta i demonstra doud
rezultate preliminare elementare . Primul dintre ele, desi Indeobste cunoscut - este

prezentat aici pentru independenta fati de alte surse bibliografice.
1. Lem4d
Pentru X = 0 are loc urmitoarea dubli inegalitate ,

< In(1+x) < x . (2)
X +1

Demonstratie

Pentru X =0 are loc relatia de egalitate. Considerdm functia
f:[0,0)—>R, f(X)=In(x+1), cireia ii aplicim teorema cresterilor finite (a lui
Lagrange) peintervalul [0,x]< [0, o ) .Existidecic € (0, x) astfel incat,

|n(1+X): 1 _cum, 1 < 1 <1,
X c+1 X+1 c+1
rezulti de asemenea si - < In(1+ x) < 1, deci
X+1 X
X
< In(1+x) < X
X+1
2. Lem4d

Pentru k e N* are loc incadrarea ,

4
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1 1 1
< Inj1+=| < = . ©))
1+ Kk k k
Demonstratia rezulti din inegalitatea (2), cu substitutia X = —- Inegalitigile

k
sunt stricte.
Suntem acum in masurd sa obtinem o incadrare pentru sirul armonic . Rezultatul nu
este nou ( el are o vechime de peste 150 de ani !.., v.[7] , citatd dupd [6] , p.187 ) ;;
noua este — dupi cunostintele noastre - doar metoda de domonstratie .
3. Propozitie ( inegalitatea Schldmilch — Lemonnier )

Pentru n € N2 , avem ,
In(n+1)< H,< 1+Inn . 4

Demonstratie

Insumind in (3) dupi k = 1,n , obtinem,
. 1
< In| 1+ <
> e < n(p) <2k

Cu notatia (1) si proprletatlle logarltrnllor , vom avea dec1

Hpip—1 < In H (k;lj < Hp, siecfectudnd produsul “telescopic” de sub

logaritm , obt,:mern
Hpit —1 < In(l+n) < Hj. ()

De aici se deduce usor relatia (4) din enunt .

4. Observatie O demonstratie alternativi a inegalitatii (4) se giseste in excelenta
monografie [8] .

5. Aplicatie
O problemi interesantd din Mathematics Magazine (v.[1]) — cea care de fapt a
ocazionat aceastd noti , are urmatorul enunt :

e Fiind dat un numir natural N, si se giseascd un numdir natural M astfel incat

Hn-H.,>1.

Solutia data in aceiasi revista (p.85) este eronata | Inegalitatea stingd din (4) , este
obtinutd prin majorarea unei integrale (- aceasta este de altfel cea mai des intalnita
demonstratie utilizatd in acest caz - vezi de exemplu si demonstratia 9 din [4] ) , anume

In@+n) = [17@/dx <H,
- . m+1
De aici se deduce (sic!): Hm—H n> In(m+1) - In (n+1) > In 1
n+
iar apoi din In m+1 > 1, rezultd, m+1 >e,deunde m > (n+l)e -1, etc.

n+l n+1
Numai ci —avem de fapt, —H n < — In (n+1), deci aceastd inegalitate nu poate fi

5
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insumata cu

Hmn> In(m+1) (.).

Este clar ci trebuie folositd si a doua inegalitate din incadrarea (4), sub forma
-Hn,> -1-Inn,carealituride Hm> In (Mm+1) conduce la

Hn-H,>In(Mm+l)- Inn-1=|n m+1—1. Punand conditia |n m+1—1
n n
> 1 rezultdi |n m+l 5 2,adici m > ne2-1.Ludnd m [J[n e2-1] +1=
n

[ n e?], obtinem rispunsul corect la problemi . De exemplu majorand €2 prin 8 ,
rezultici M =8N constituie o solutie care satisface enuntul .

6. Corolar
Sirul armonic H n este divergent . In consecingi si Seria amzonicd asociati

h, = LIV SV
2 n

este divergentd .
Demonstratia rezulti fie din inegalitatea (4), prin trecere la limita - cu lema
“clestelui” -, fie folosind inegalitatea stingi din (4) — cu criteriul majoririi - ; din

ambele rezulti imediat concluzia , LH. =
lim n=

n—oo
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SUPRAFETE $I CURBE LAME
MANUEL MATEI PITESTI

Gabriel Lamé (1795-1870) a fost un distins matematician si inginer din Paris, care s-
a niscut la Tours si a profesat la Sorbona, |a Scoala Politehnici din Patis si la Institutul pentru cdi de
comunicatie din Petersburg. A fost membru al Academiei Franceze de Stiinte. A elaborat lucrir
remarcabile de zeoria elasticitirii, de geometrie si de zeoria cildurii. Tn celebra sa lucrare din 1818
intitulatd ,,Cercetarea diverselor metode pentru rezolvarea problemelor de geometrie”, Lamé pune bazele
metodei notagiilor prescurtate, ale teoriei fasciculelor de drepte, a fasciculelor de conice si cuadrice, a
coordonatelor curbilinii, etc. Datoritd modului riguros, clar si precis din lucririle sale, acestea au
dat un impuls deoseb1t dezvoltarii geometriei analitice. in aceastd lucrare, Lamé introduce o clasi
speciald de suprafete si de curbe plane, care-i vor purta numele siu.

In cele ce urmeazi vom prezenta ,cate ceva” din curbele §i suprafetele Lamé.

Vom considera repere ortonormate in plan si in spatiu.

1. Curbe Lamé:
Curbele (C)={(x,y)

Lamé. F (X, y) este o functie continui si cu derivatele partiale de ordinul intdi nenule in

F(x,y):(gj +(%) —1=o;a,beR_{o,o};aeQ} se numest curbe plane

acelasi timp, ceea ce echivaleazd cu faptul cid existi o functie y:f(x) asa Incat

F(x,f(x)):o pentru orice xel< R. Se observd imediat ci daci a =2p, atunci

f(x):ig a* —x* iardaci o =2P+1, atunci f(x):g"a"—x“-
a a

Cazuri particulare:
D) a-1=(c)= {(x >

prin originea reperului)

2) q=2=(C)= {(x )=

[))/ 1= 0} (dreapta prin tdieturi=multimea dreptelor ce nu trec

bZ

y 1= 0}; (elipsa cu centrul in originea reperului)

2 2

2
3) az% i a:b:(C):{(x,y) X2 +y®—ad :O}J (astroida)

y

4)a:%§1a b=(C {xy‘ﬁ+ff }

A0,2) ¢

B(a,0)

T ~ 11 1 )
) a=-2 s a_b:(c)_{(x,y)7+7—¥_0 :
(curba cruce, studiati de O. Terquem Tn 1847).
Curba cruce (ca dealtfel si celelalte) se defineste ca loc geometric.
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Fie cercul (C) cu raza 2a si cu centrul in originea sistemului de coordonate aga cum
se vede in figura aldturati.
Tangenta la cerc in punctul variabil

P (%Y, ), taie axa O, in A sipe O,
in B. Se cere locul geometric al

punctului M=mijlocul segmentului AB. o
Evident ci ecuatia cercului
(C) este x*+y*-4a°=0 i ca B
2 2 2 . . = (¥0.Yo)
X, +Y, —4a” =0. Ecuatia tangentei awN M(xy) .

la. cerc T P(X,Y,) este
X, X+Y,y—4a’ =0 si deci:

R
o

2 2 A s
A(ﬂ, 0} 8(0,41] . Rezulti ca \_/7 N
X Yo
2 5n2
M (ZL,ZLJ iar ecuatia locului v
X Yo
geometric se afld elimindnd parametrii
X0, Yo din sistemul
X2+, —4a
2
X=Zi :F(x,y)=%+i2—i2=0 Deci functiile y = f(X)ziL
Xo x>y a x> —a’
Yo
care verificd ecuatia F (X, f (X)) =0, reprezentatd grafic dupi tabelul de variatie:
X 0 a aﬁ +00
3 TIREE: - - 0
f 0 T 1o N a2 N\ a
O [1IlI|D N E
Observatie: Curba cruce se utilizeazi in realizarea unor motive ornamentale.
W Suprafete Lamé
Suprafetele
(S)={(xY. z)|F (x,y,2)= [ﬁj +[%J +(Ej -1=0;a,b,ceR-{0,0,0};a e Q} st
a c
numesc suprafete Lanmié.
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F(x,y,z) este o functie continui §i cu derivatele partiale de ordinul intdi continue si

nenule simultan.
Cazuri particulare:

1) a=1=(S)= {(X, y,2) 5+%+£—1= O} (¢cnatia planniui prin tiieturi)
a c
XZ y2 ZZ

2)a=2=(S)= {(x y,2) _2+b_2+_2_1= O} (elipsoidul cu centrul in O)
a c

2 2

2 2
3) a=§ i a=b=c:(S)={(x,y,z) x3+y3+z3—a3=0} (astroidul)

4) Ol:% si a=b=c:(8)={(x,y,z)‘«/§+ y+ﬁ—«/§=0}
1 1

—_— + —_—
Ve 2
Tn continuare vom defini (si determina ecuatia) ca loc geometric, suprafata oruce.

Fie sfera cu centrul in O si cu raza de

3a (a > 0) care are ecuatia

5) a =2 si a=b=c:(S)={(x,y,z)

iz + —iz = 0} (suprafata cruce)
X

z

x> +y?+2*-9a’ =0 (figura aldturat).
Considerim un punct P (XO, Yo ZO) pe
sferd; deci X)* + Yy’ +2,°—9a° =0
Planul tangent la sferd in P, are ecuatia
X X+Y,Y+2,2-9a* =0 i taic axele in
punctele:

2 2 2
A(gi,o,o} B(o,gi,oj;c(o,o,gi].
XO yO ZO

Locul geometric al baricentrului triunghiului
ABC se obtine prin eliminarea  parametrilor X, Y,,z, din  sistemul:

o) (0,3a,0) y

2,2, 52 2
X +Y, +2,—9 =0
. - 3a’
° X
yo = 3a’
) = —
y
, - 3a’
° 2z
) .11 1 1 o <
Se obtine ecuatia — +— +——— =0, care reprezintd o suprafati cruce.
x> y* 7 a
Bibliografie:
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O VARIATIE DE AFINITATE PYTHAGORICIANA
GRATIEL.A CALCAN, Bucov

Fie ABC si A'B'C' doui triunghiuri dreptunghice (m (<A)=m(<A’) = 900)

’

asemenea, cu lungimile laturilor dupi notatiile obisnuite a, b, ¢ respectiv ', b’, ¢’.

Deci existd sirul de rapoarte egale: % = % = 5 (*)
Din () obtinem: % = % = % = % = —bl)2 +CC2
a“ b° ¢ a”“ bT+c
aa’ =bb'+cc’ care reprezintd o relatie de afinitate intre cele doud triunghiuti dreptunghice.
Aceiasi relatie o putem obtine si independent de teorema lui Pythagora, pe cale pur
geometricd  astfel:  asezdm  triunghiul
dreptunghic mai mic (considerdm cd acesta este
A'B'C') peste cel mare (A'B'C’), astfel ca
C=C' si <«C=<C’, siapoidin A’ coboram
perpendiculara A'D pe B'C, unde
D eB'C (cain figura aliturati).

si cum b? +c¢? = a’z, rezultd ci

Daci: [B'D|=x si |DC| =y, atunci @' =x+Y sideci: a2’ =ax+ay, (**).

x ¢
Din figuri rezulti: ADA'B' ~ AABC = —=— <> ax=cc’ (1)
c a
Fall y b' !
ADA'C' ~ AACB=>+-=— &> ay =bb (2)
a

Tinind seamai de (1) si (2), relatia (**), devine: aa’ = bb'+cc’.

DE CE ESTE INTERESANT NUMARUL 163?
IOAN DANCILA, BUCURESTI

Vom debuta cu o istorioard a unui dialog purtat intre doi mari matematicieni ai secolului
trecut, indianul S. Ramanujan: si G. H. Hardy.

Ramanujan: Al retinut care a fost numdrul anului care te-a adus?

Hardy: Avea numirul 1729, un numir care mie nu-mi SpUnNe nimic:

Ramanujan: Dar, totusi dacd te gandesti un pic, este un numdr foarte interesant! Este cel
mai mic numdr care poate fi exprimat in doud moduri diferite ca sumd a doud cuburi
perfecte:

1729 =13 +12° = 9* +10°
In fermecidtoarea sa carte ,,Amuzamente matematice” Martin Gardner face o
demonstratie interesantd pentru a ajunge la concluzia: De fapt toate numerele ( naturale ) sunt
interesante.

10
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,»o¢ pune intrebarea: existd oare numere neinteresante? Putem demonstra cd nu, prin
urmitoarele etape simple. Daci existi numere neinteresante, putem impirti numerele in doud
multimi, cea cu numere interesante §i cea cu numere neinteresante. in multimea numerelor
neinteresante existi un singur numidr, care este cel mai mic. Deoarece el este cel mai mic
numir neinteresant, el devine de fapt un numir interesant, de aceea trebuie si-I scoatem din
multimea numerelor neinteresante si sa-l transferdim in cealaltd multime. Acum vom obtine
un alt numir neinteresant cle mai mic. Repetand procedeul, toate numerele neinteresante vor
deveni interesante.”

Nu se stie cum a descopetit L. Euler c¢i formula: f'(n) =n®+n+41

are o proprietate remarcabild: pentru orice n numdr natural de la 0 la 39, f(n) este numadr
prim.

Matematica nu a descoperit nici o altd formuld de gradul al II-lea care si producd atat de
multe numere prime. Pentru n mai mic de 10 milioane, aproximativ o treime dintre numerele

de forma n? +n+41 sunt numere prime.

Tar ecuatia X +Xx+41=0are discriminantul A=1-164 = —163.
Si o mare surprizd, numirul 163 este Inrudit cu unele constante fundamentale ale
matematicii:

e™V1 ~ 262537412640768744, un numir aproape intreg, sau cu 15 zecimale exacte

..,999 999 999 999 250.

Dar surprizele legate de numirul 163 nu se opresc aici. Cea mai mare valoare a lui d

pentru care sistemul de numere a+b+/—d verifici teorema factorizirii unice a lui Gauss este
... 163. $i aga cum v-am obignuit vd propun doud mici provociti:

1. Numirul 163 este al 38-lea numar prim. Gasiti §i alte motive pentru care numarul 38
este un numar i nteresant.

2. Numirul 365 este numirul zilelor dintr-un an. Din punct de vedere matematic , de ce
ar fi interesant numdrul 365?
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ASUPRA UNEI INEGALITATI CONDITIONATE
IOANA CRACIUN si GHEORGHE CRACIUN, PLOIESTI

In aceastd nota matematicad vom da mai multe rezolviri ale inegalitigii:

. 1
Daci a,b,c>0,a+b+c=1atunci a’ +b? +¢? 25.

Solutia 1.
Se stie cd media pdtraticd este mai mare sau egald cu media aritmeticd adicd

’ 2 2, A2 / 2 n2 -2
a +k; +C > a+2+c .Deorece a+b+c=1 obtinem u 23_
3 3

- . 1
Ridicand la patrat se obtine @® +b? +¢% > §
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Solutia 2.
Folosim inegalitatea Cauchy -Schwarz adici

(az+b2+cz).(x2+y2+zz)2(a~x+b~y+c-z)2.
Luim x=y=z=1 si obtinem (az +b’ +C2)'(12 +1° +12) > (a~1+b~1+c-1)2 adicd
(@® +b*+c¢%)-3> (a+b+c)’. Deorece a+b+c=1 obtinem a? +b? + ¢ 2%,

Solu‘;ia 3.

. o . 2 . . o . . .
Considerim functia f (X) = X“. Functia fiind convexi obtinem folosind o proprietate a

functiilor convexe ci f (a +b +C) < f@)+fd)+f(c) . Deorece a+b+c=1 obtinem

3 3
2 2 2 2 2 2
1
f(l)gmjlgmjaz+bz+czz_.
3 3 9 3 3
Solu‘;ia4.
) 1 1 1 o
Notam a=x+§;b= y+§;cz z+§. Deorece at+b+c=1 obtinem X+ Yy+2Z =0.
Avem
1 1 1 1V (1Y (1Y 2
A2+ + P =X+ E+Y) D) = | S| H] S| | S| (YD) XE YR A
GG sGear=(5) +(3) +(3] sReryraeney

Doarece X+y+Z:O ob;inem a’?+b%+c? :§+X2+y2+22 2%.

Solutia 5.
Folosim inegalitatea Iui Cebasev. Daci

axb>c;x>y>z=(a+b+c)-(x+y+z)<3-(a-x+b-y+c-z).

Luim in aceasti inegalitate X =a; Y =D;Z =C si obtinem
. 1
(a+b+c)’ <3(a? +b? +c?). Deorece a+b+c=1 obginem aZ+b? + % > 3

§01u‘;ia 6.
Intrun sistem de axe ortogonale Oxyz se consideri planul determinat de punctele
A(0,0,1);B(1,00); C(0;1;0). Daca P(a,b,c) este un punct din acest plan atunci

1
OP=+/ a’+b%+¢’ . Searati ca distanta de la originea O la acest plan este OM=—=.

V3

Scriind ¢ OP = OM obtinem a’+b’>+c?> §_Pentru detalierea acstei solutii propunem

cititorului sd consulte [1].
Folosind una dintre aceste rezolviri obtinem urmatorea generalizare :

C oy ey - . ; 1
Dacd X;;X,;..X, 20 §i X + X, +..X, =1 atunci x2 4 x2 4 4 x2 ZH.
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