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2010 Anul Matematicii in $coala Romaneasca
,»Otice gandire corectd e matematici”
Grigore C. Moisil

In acest an 2010, Societatea de Stiinte Matematice din Romania implineste 100 de ani de
existentd oficiald. Recunoscuti in Adunarea Deputatilor din 1910, mai intdi ca Societatea ,,Gazeta
Matematica” , a avut de la inceput sustinitori celebri: Ion Ionescu, Spiru Haret, N. Nicolescu,
Gh.Titeica.

Societatea de Stiinte Matematice isi propune sa organizeze in acest an, o serie de activitdti
pentru promovarea matematicii, mai ales in scolile din invitdmantul preuniversitar, toate reunite
sub titlul: ,,2010 Anul Matematicii in Scoala Romaneasca”.

Dorim sa promovam caracterul cultural al matematicii, necesitatea asigurarii unei educatii
matematice, beneficiile pe care cunoasterea matematicd, le aduce, importanta formdrii unei gandiri
logice.

Este un bun prilej pentru profesorii de matematicd si prezinte activitatea marilor
matematicieni romani, sa demonstreze elevilor si parintilor cum rezultatele matematice contribuie
la progresul societdtii $i mai ales sd le transmitem elevilor ca : ,Invitand matematica, Inveti sa
gandesti” asa cum spunea, academicianul Grigore Moisil, fost presedinte al SSMR.

Vi invitim pe toti iubitorii de matematicd sa organizati si sa participati la activitati
dedicate acestui eveniment.

Prof-Nicolae Angelescn
Presedinte Filiala Prahova SSMR

*
Hokok

Interventia profesorului Nicolae Angelescu la activitatea SSMR de la Valea
Calugareasca din septembrie 2009

Doamnelor si domnilor, bine ati venit!

Bine ati venit in Prahova, bine ati venit la Valea Cilugireascd, locul in care la via lui lon
N. Ionescu-Bizet, acum 100 de ani, la sfarsitul lunii august redactorii revistei Gazeta Matematicd au
hotarat sa inceapd demersurile pentru a infiinta Societatea ,,Gazeta Matematicd” — devenitd ulterior
, dupd o istorie care cu sigurantd va fi reamintitd astdzi, Societatea de Stiinte Matematice din
Romania.

Sunt extrem de onorat cd am prilejul si vd adresez cateva cuvinte, in numele colegilor
mel, pe care ii reprezint aici.

Judetul Prahova este unul dintre cele mai mari judete ale Romaniei in raport cu numarul
de locuitori (dupd un recensimint din 2002 ocupi locul 2 cu 829 945 locuitori, dupa judetul Iasi),
cu o densitate de 176 loc/Kmp, are 2 municipii, 12 orase si 90 de comune. La nivelul judetului
Prahova functioneaza 752 de unititi de invdtimant cu peste 110 000 de prescolari si elevi clasele
I-XII. Avem 45 de unititi de invatamant liceal (din care 6 colegii nationale: 4 in Ploiesti, 1 in
Campina, 1 in Vilenii de Munte, 2 colegii, 3 colegii tehnice, 1 colegiu economic, 1 colegiu agricol,
Colegiul Agricol ,,Gh. Ionescu-Sisesti” din Valea Cilugareasca.

Din cei peste 8300 de profesori si invitatori, aproximativ 680 sunt profesori de
matematicd. La nivelul judetului avem trei filiale ale Societitii de Stiinte Matematice si anume:
Filiala Ploiesti-Prahova (250 membri), presedinte Nicolae Angelescu, Filiala Campina (60 membri),
presedinte Tdnase Gabriela §i Filiala Vilenii de Munte , presedinte Anghel Dafina. Istoria lor
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incepe in anul 1950 cand s-a creat filiala Prahova cu subfilialele de la Campina si Vilenii de Munte.
Permiteti-mi si va spun numai numele presedintilor, sigur pe parcursul zilei veti avea ocazia si
aflati mult mai multe despre noi. La Ploiesti am avut pe prof. Negrea, prof. 1. Grigore , prof.
Miron Oprea, prof. Olimpia Popescu, prof. Petre Nichild, prof. Ion Iarca; la Campina prof.
Tudose Tanase, prof. Mariana Stefinescu, prof. Sergiu Popa, prof. Tdnase Gabriela; la Vilenii de
Munte prof, Anghel Dafina.

Sunt bine cunoscute activititile: Sesiunea de comuniciri de la Sinaia, ajunsa la a 36-a
editie, profesorul Adrian Ghioca fiind zeci de ani sufletul acestor intlniri, Scoala de vari de la
Busteni, Activititile de cerc cu elevii organizate la Cimpina cu participarea academicienilor N.
Teodorescu, Caius Iacob, Caietul de informare matematicd al profesorului Policarp Gane, devenit
in momentul de fatd revista “ Matematici prahovene”, Simpozioanele ,Matematica poeziei —
poezia matematicii”’, ,Dezvoltarea imaginatiei prin probleme de loc geometric”, Aplicatii ale
matematicii in biologie, Centenarul Grigore Moisil, organizate la Vilenii de Munte.

Am enumerat numai citeva dintre activititile organizate de-a lungul anilor de citre
filialele Societatii. Evident, sunt multe de spus, dar de-a lungul zilei vom avea prilejul si vd mai
povestim despre noi, dar cred ci ceea ce spunea Gh. Titeica despre activitatea in redactia si
respectiv Societatea Gazeta Matematicd ne caracterizeaza §i pe noi: ,, In jurul Gazetei Matematice
s-a desfdsurat o activitate extraordinard, cu un ritm regulat §i un caracter diferit de al oricirei alte
publicatii periodice. Incetul cu incetul s-a format o atmosferd unici in felul ei, nu numai stiintifica,
dar si morald si cu aspecte neagteptate”

Ei bine, doamnelor si domnilor, tocmai aceastd atmosferi de colegialitate, de prietenie, de
bucurie intelectuala ne dorim, noi organizatorii, sd o avem astdzi.

Asa cum am reamintit la sfarsitul Iui august 1909, aici la Valea Calugareasca, un grup de
redactori au hotarat sa inceapa demersurile pentru infiintarea Societatii Gazeta Matematica. Astazi,
comuna Valea Calugareasca este una dintre cele mai mari unitati teritorial-administrative rurale ale
judetului Prahova, cu 15 sate componente si o populatie de peste 10700 locuitori. Prima atestare
documentara este din anul 1429, mentionata intr-un hrisov semnat de voievodul Dan al-II-lea in
care se scrie despre existenta unui sat numit Izvoreani, asezat pe dealurile Cernatestilor. La
jumatatea secolului XVII apar asezari ale unor calugari veniti de la Constantinopol cu scopul
formarii unui centru religios la Dealul Mare. Datorita acestei asezari s-a atribuit numele localitatii.
La nivelul comunei Valea Calugaeasca isi desfasoara activitatea un colegiu agricol, 6 scoli cu clasele
I-VIII si 7 gradinite.

Cunoscuta pentru culturile de vita de vie si mai ales pentru vinurile obtinute aici, comuna,
aflata cum altfel decat pe “drumul vinului”, este in sarbatoare si va invit sa descoperiti traditiile
locale.

Va rog sa-mi permiteti sa multumesc tuturor celor care ne-au ajutat in organizarea acestul
eveniment si in mod special domnului ing. Mircea Cosma, presedintele Consiliului Judetean
Prahova si domnului ing. Radu Oprea, prefectul judetului Prahova.

Si pentru ca suntem la Valea Calugareasca, si ,,in vino veritas”, iar matematicienii au stiut
sa-1 puna in evidenta si sa-l utilizeze in mod intelept si vrednic, va propun sa ne gandim si la viitor,
poate la urmatoarea suta de ani si mai mult, si sa avem curajul, invatand de la inaintasi, sa
propunem si sa realizam lucruri importante pentru dezvoltarea invatamantului matematic, mai ales
cel preuniversitar.

Permiteti-mi sa urez societatii noastre sa traiasca, sa creasca si sa infloreasca:
Vivat!, Crescat!, Floreat!
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O CONSECINTA REMARCABILA A PROPRIETATII LUI DARBOUX SI APLICATII
lon Preda, Rm. V'édlcea

In aceasti lucrare am generalizat rezultatele din [2]. Dacd in [2] rezultatele au fost
obtinute cu teorema lui Rolle, aici rezultatele (generalizate) se obtin simplu cu teorema valorii
intermediare (proprietatea lui Darboux) si mai mult, am demonstrat unicitatea valorii intermediare.
Aceste rezultate au interpretari geometrice $i semnificatii practice remarcabile.

Pentru inceput vom da consecinga anuntatd sub forma unei leme.

Lema. Fie h: [a, b] — IR o functie continui pe [a, f;il], cu h(x) > 0 ,pentru orice
x E I:aJ b:]. Atunci, pentru orice 1, 1 € M*, existd si este unic ¢, ,, € (a, b), astfel incat

facm'“ h(x)dx m

fcb h(x)dx S n

Demonstratie. Concluzia lemei poate fi reformulati astfel: sd se arate cd ecuatia
x b . VA N .

?lf h(t)dt — mf h(t)dt =0 are o solutie unici in (a, b) Aceastd rescriere ne
a x

sugereaza sa considerdm ci functia continud

H:[a,b] R, H) =n[ h®)dt—m[ h(t)dt, pentru care  avem
H(a) =—m f: h(t)dt <0 i H(b) =n fj h(t)dt = 0. Atunci cu teorema valorii

intermediare deducem ci exista Crnn = (a, E’J), astfel incat H [cmn) = (0 (functia H fiind
continud are proprietatea lui Darboux) de unde concluzia. Pentru unicitate este suficient sd
observim ci H!(x) = (m + n)h(x) =0, pentru orice X & (a,b), adici H este strict
crescitoare pe (ga, b)-

Remarci. Aceasti lemi este remarcabild prin faptul cd are aplicatii importante imediate, pe care le
vom da sub forma unei teoreme In cele ce urmeazi.

Pentru aceasta vom face urmitoarele notatii: pentru o functie f: [(J',J ,EJ] — R continui pe

[fl f?] cu f(x) > 0 oricare ari fi X = ((1 f?) considerdm:

rf* = {(x,y) € R*la<x<b,0<y<flx)}

P = {(x,y,2) ER*la<x <b,\Jy? + 22 < f(X))},
S = ((x,y,2) ER*|la<x < b, [y? + 22 = f(x)},
Gab] ={(x,y) € R*la<x < by=f(x)}

iar pentru f, g: [a, b] = R continue pe [ﬂ, .EJ] ,cu f(x) < g(x), pentru orice
x € (a,b) considerim
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I = ((xy) € R?la<x < b,f(x) <y < g(x)}

Teorema

1) Fie f: [CI',,.EJ] — R o functie continui pe [a,b],cu f(x) =0 pentruorice
X E (a , b] si 7,n numere naturale nenule.

Atunci:

a) existd o dreapti unici X = Cyy 5y cu oy - (ﬂ ,b) ,astfel incat:

aria (I‘}a;cm’”]) m
T

aria (I'f[cm’";b]) -

b) existd un plan unic X = Cpy g cu Cpppy = ((1, hlastfel incit:

volumul (C}aicm’n]) _m
volumul({:gfm’n:b]) n

¢) dacd in plus, f este derivabila cu derivata continud, atunci

(i) existi un plan unic X = Cpppy cu Cppypy € ((1, bj , astfel incat:

(i) existd un punct unic P (Cm,n;f(cmm)) cu O € (:{1, .E?j ,astfel incat:

lungimea (G}[ﬁazcm’n]) m

lungimea (G)[,cm’n:bj) n

1) Fie f, g: [a,b] — R doui functii continue pe [a, b] ,cu f(x) < g(x), pentru orice

X E (a, f]:] Atunci existd o dreapti unici X = Cm n,cu Cpy € (a, E}) astfel incat:
Demonstratie. Totul rezultd imediat [a;e €m. nl folosind lema:
- aria |\’ m

D a)Pentru h = f rezultd: f.g

aria (I'f[ b]) ) ;
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b
n f:m’” f(x)dc =m fcmnf(x)dx
b) Pentru h = fzrezulti: nit J‘;m,n fz (x)dx = mit fj fz (.”C)dx

c) Pentru h= f m rezulta:
nim J‘:m,nf(x) 1+ (f’(.’C))Zd.’C = m2n fcbmmf(x) 1+ (ff(x))zdx,

d) Pentru 1 = f-..' 1+ UIJE rezulta
n [T+ FOOdx=m [, [T+ (F (@) dx.
M Pentrull = G — [ rezulta

n[gG) = f) dx =m [ (g(x) - f(x))dx

Rezultatele obtinute In aceastd teoremd au interpretari geometrice remarcabile immediate.
De exemplu I)b) din teorema aratd urmaitoarele: corpul de rotatie determinat de functia

f (obtinut prin rotirea subgrafului lui f in jurul axei Ox) se poate descompune in doud corpuri de
m

rotatie cu raportul volumelor dat cu ajutorul unui plan unic paralel cu planul yOz.

De asemenea semnificatiile practice remarcabile ale rezultatelor din teorema sunt
imediate, iar semnificatia practicd a lui II) din teorema generalizeaza o problem practicd cunoscuti.
Bibliografie

[1] M.Ganga, Manual pentru clasa a XII-a, Matematici M1, Volumul I, Elemente de analizi
matematicd, Editura Mathpress, 2005

[2] Gh. Necsuleu, I. Necsuleu, Descompuneri remarcabile de multimi cuprinse intre doud
grafice, corpuri de rotatie, G.M. Setia A, nr 3/2005, pag 277-279.

[3] C. Udriste, I. Tevy, Gh. Necsuleu,l. Necsuleu, I. Preda, Manual pentru clasa a XI-a,

Matematicd M1, Editura Fair Partners, Bucuresti, 2004.
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EFECTUL "DE ATMOSFERA"
loan Dancild, Bucuresti

Una dintre cele mai omenesti erori de judecatd este cea generatd de asa numitul efect “de
atmosferd”; In care rationamentul este alterat de scheme de gindire indelung exersate, devenite
stereotipii.

Nu se poate si nu vd mai aduceti aminte de celebra intrebare a unui unchi sau a unui
bunic hatru :

- Cum ai Invatat la scoald, dragul meu nepot, ce-i mai greu, un kilogram de pietre sau unul
de pene?
si de tentatia, de atunci, de a raspunde prompt: un kilogram de pietre, bunicule !

Vom incepe cu un cantec englezesc pentru copii, care ilustreaza si el, cum nu se poate
mai bine, rezultatul acestui efect in mintea unui rezolvitot.
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1. Spre St. Ives mergind mai ier,
Intélnii sapte muiers.
Fiecare muiere cdra sapte saci,
In fiecare sac dormean sapte pui;
Prui, pisici, saci 5i muier:
Citi mergean spre St. Ives ieri?
Obisnuit cu acest gen de probleme de adunare si de inmultire, un rezolvitor neatent va

aduna numarul de muieri 7, cu numirul de saci 7x7=49, un numir de mate 7x7x7=243 si cu
numairul de pui 7x7x7x7=2401 si va raspunde 2800!

Numai cd muierile, sacii, matele si puil 7z mergean spre St. Ives ¢ venean de la St. Ives!

In continuare vi vom prezenta cateva probleme si solutiile lor, gisite in cirti si reviste in
cate efectul “de atmosferd” a fost determinant.

2. Domnul profesor scrie pe tabld umerele: 0,51; 528, 4836 apoi intreaba:

- Cate dintre aceste numere se tmpart la 172

Vi veti lasa “dus de val” §i veti calcula: 0 se imparte la orice numar nenul, deci si la 17,
51:17=3 s.a.m.d. sau veti rdspunde corect:

Toate cele patru numere! Completand : unele cu rest 0, altele cu rest diferit de zero.

3. Un patrulater cu doud laturi congruente si doud unghinri suplimentare este trapez isoscel sau romb,

sau paralelogram. Q
D C Nu vi grabiti si incuviintati. Ganditi—vi la
contraexemplele urmatoare. 4
A B
trapezul ABCD cu M

DC= (B, areevident N

m(/A) + m(/D) = 180°
. . patrulaterul inscriptibil MNPQ cu

4. Numdrul natural prim indivizibil cu 7 este: PN=PQaresiel

m(ZN)+m(£Q) = 180°

a) 14y b) 39; Q)7 dj117

Cei mai multi vor cduta solutia impirtind pe rind cele patru numere propuse la 7,
ignorand faptul ci singurul numir prim indivizibil cu 7 nu poate fi decit... 7.

Consecintd a obisnuintei, suma a doud numere prime este un numdr par, a “aparut” problema:

5. Nu existd numere prime m gi n pentru care Va € N ) (a +1) / (a’“ +a" ) Demonstrati.

Excluderea numarului 2, pentru cd este par, din lista numerelor prime a generat enungul
fals de mai sus, insotit de o bizara “demonstratie”.

Noi vi oferim un contraexemplu: pentru m=2 si n=3 sau m=3 si n=2.

6. Este adevirat cd 7 ’ /

Nu poate fi adevirat! vor exclama majoritatea celor care au lucrat cu numere de forma

a+/b (b - nu este patratul unui numar rational).
Numai cd, incd o datd, intuitia ne pacileste.

in general, daci b=2a si c= 2(3.2 —1), avem: ’aE - a\/E
c c

7. Un paralelipiped care are patru dintre fetele sale patrate congrunete
nu poate fi decat cub.

desfasurarea unui astfel
de paralelipiped
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Din nou un desen ne va convinge de falsitatea afirmatiei. Chiar daci cele patru fete gri
sunt pitrate, celelalte doud fete pot fi romburi (fard a fi patrate)

8. Dacd toate fetele unui poliedru sunt patrate congruente, este adevdrat cd acest poliedrn este cub?

Daca vid grabiti si raspndeti da, desenul din dreapta vd va
contrazice. Cele 30 de fete ale poliedrului reprezentat sunt patrate
congruente, dar... e il

9. Oricare dond triunghinri care an cinci perechi de elemente (laturi, L ’

unghinri) congruente sunt convergente.
Pornind de la criteriile de congrunetd LUL, ULU, LLL cei mai |

multi vor rationa astfel: /“u/o\gm\
Dacd pentru trei perechi de

elemente congruente, doud triunghiuri 18
sunt congruente, cu atit mai mult, 18 12
pentru cinci astfel de perechi sunt
congtruente.
Perechea  de  triunghiuri 27
aldturatd | ii contrazice.
10.  Este adevdratd egalitatea:

(x4+x3+x2+x+1+ij[x“7x3+x27x+1filj:(x4+x3+x2+x+1)(x47x3+x27x+1)
X_

Nul! vor rispunde cei ce isi vor reaminti de operatiile cu polinoame si fractii algebrice. Verificati,

. .. 5 L X5 +1
totusi, scriind 4 3 2y 12X T8 x4 x4 X% —x+1= .
x-1 X+1
11. Aflati cel mai mic (sublinierea noastrd)numr de patrn cifre care tmpdrtit la un numdr de doud
cifre dd restul 89.
"“SOLUTIE" Restul egal cu 89, implici: impartitorul poate fi unul dintre numerele 90, 91,
92, ..., 99. Cel mai mic numar de patru cifre cautat este cel care Impdrtit la cel mai mic numir din

sir, adicd la 90 d4 restul 89. El este asadar 1079 = 90x11+89 Oare?

Furati de “atmosfera” creati de nenumdratele probleme pe aceasti tema ( in care
impidrtitorul nu putea si fie decat un numdr mai mare cu 1 decit restul) se considerd (doar uneori
adevirat) cd se obtine cel mai mic deimpartit utilizand cel mai mic impartitor posibil.

Sunt sigur, deci ma indoiesc, ar fi trebuit si fie reflexia autorilor solutiei Inainte de a o
valida. Si nu ne indoim ci ar fi descoperit numarul : 1009 =92x10+89

12. 84 se determine cea mai mare fractie subunitard de forma:123+4xy

5xy
"SOLUTIE": Pentru ca fractia si fie subunitard, trebuie ca 123+ 4xy < 5xy

adici, 123 < 4xy —5xy deci 123<100+9y —9x
de unde rezulti 23« 9( y— X) si  apoi y—x> § , asadar Yy—X>3 deci
9
xe{01,2,....6},ye{34,...9}
Pentru a determina cea mai mare fractie #rebuie si avem numitornl cel mai mic (sublinierea
noastrd) deci vom lua Y =3si X=0

Cea mai mare fractie subunitari ar fi: 123+403 _ 526

530 530
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In realitate, propozitia subliniatd este valabili doar in conditiile unui acelasi numarator.
Dupi studierea celor 49 de fractii care indeplinesc conditiile din ipoteza, constatim c4 obtinem cea
mai mare fractie 592, atunci cand y=9s5iX=6.

596

Si in final, pentru amuzamentul cititorului, gentili, vom trece printre cauzele care au
generat hilara “solutie” de mai jos, efectul “de atmosfera”.

13. Alege la intamplare un numdr natural, cel mult egal cu 2004. Care este probabilitatea ca restul

Impdrtirii acestui numar la 56 sd fie 722

"SOLUTIE": Numerele au forma 56K + 72unde k e N,k <35

Rezultd c4 sunt 35 de numere care verifici conditia, deci probabilitatea este

o35 1 (%)

2005 401

Bibliografe: surprinzitor de ampla. Din motive lesne de inteles, nu vom preciza nume.

O POARTA DE INTRARE IN LUMEA IRA JIONALELOR
Prof. Manuel Matez, Pitesti
Prof. Miron Oprea, Ploiesti

Iubite cititor, in cele ce urmeaza incercim si-ti prezentim
poarta istoricd a ,,segmentelor incomensurabile” de intrare in fascinanta
lume a irationalelor, asa cum s-a ndscut in istoria multimilenara a
matematicii. Avem martor celebra tablitd babiloniand de lut ars de
acum 4000 ani de la Universitatea Yale din SUA inmatriculatid sub
denumirea YBC 7289 din figura aldturatd pe care se vede conturul

unui patrat cu diagonala sa si o serie de semne de forma Tsi € care
simbolizeaza scrierea cuneiformd a raportului dintre diagonala §i
latura pitratului pe care noi azi il scriem pur §i simplu /2.

Cercetiri privind calculul lui /2 apar si in lucrarea Sulvasutras a matematicianului indian

Apastamba din sec.V 1.Hr., care in scrierea actuald are urmitoarea evaluare \/E 01+ 1 i 1 _ 1
3734 3.4.34
Raportul dintre lungimea diagonalei si a latutii unui patrat a apdrut si in scoala lui Pythagora, odatd
cu celebra sa teoremd ceea ce a insemnat descoperirea conceptului de zncomensurabilitate, socotit ca
una din marile descoperiti ale Greciei antice. Dupa cum se stie operatia de numdrare a dus la apatitia

numerelor naturale pe care noi azi o notdm astfel [] = {1, 2,3,,,,} , lar cea de misurare (lungimi,

arii, volume etc) a dus la aparitia mumerelor rationale ca raport a doud numere naturale (fractii

ordinare) pe care o notdm azi []* — £|p,q€ N '. Evident cd numirul 0 nu exista pentru
q

matematicienii Greciei antice. Conceptul de incomensurabilitate descoperit in scoala lui Pythagora

a pus in mare incurciturd pe toti membrii confreriei pythagorice pentru care nu existau decat [ si

0" Mai mult, simpla egalitate 3 :§ de azi, grecii o scriau 3,4,6 §/ § ceea ce inseamna ci ,,3 este
4 8

fatd de 4, ceea ce este 6 fatd de 8”. Evident ct este vorba de o propottie. Ei considerau ci primii doi
termeni ai proportiei pot fi doud mirimi (doud segmente) astfel ci ,,4,6,3 57 4” formezt proportia

a_ 3 . Aceasta inseamni ci fiind date segmentele a si b, existd un segment u astfel incat:

b 4
8
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a=3u, b=4u ca in figura alaturati
In aceastd viziune, a determina raportul a doud

mdrimi (lungimi) date, revine a cduta o unitate de masurd ae M U v
comund ambelor. In ipoteza existentei (si deci a gasirii) unei v u u u
astfel de unitati de acelasi fel cu marimile, se zice ci cele doud b

o s . T . _ u
marimi (segmente) sunt comensurabile. In scoala lui Pythagora s

a obsetvat cd raportul: diagonala unui pitrat/latura pitratului
nu este de forma — cu P, €[] | ceea ce inseamni ci cele doud segmente sunt incomensurabile.

La fel ndltimea unui trinnghi echilateral i jumdtatea laturii trinnghinini echilateral sunt segmente
incomensurabile; Jungimea unui cerc $i lungimea diametrnlui sdn sunt incomensurabile, precum si doud
. . + . .
segmente a si b pentru care avem proportia a_b:E, sunt, de asemenea incomensurabile.
a

Problematica marimilor incomensurabile este adusa in discutie §i In dialogurile lui Platon (Menon,
Republica Teetet); in Teetet apar numerele irationale \/§, J§, \/6 yenN17  (cu exceptia lui
J4,49,4/16 ). In Primele Analitice, Asistotel evoci si el marimile incomensurabile, dar demonstratia

explicitd a existentei #&rimilor incomensurabile o face Enclid in ELEMENTE in propozitia a 9-a din
cartea a X-a. Drumul de la incomensurabilitate la existenta si constructia numerelor zrationale a
necesitat eforturi considerabile pe o perioadd de peste 2000 de ani si iInseamna drumul parcurs de
gandirea matematicd de la Eudox (408-355 i Hr) la R. Dedekind (1831-1916) cand se incheie

constructia numerelor reale ([J ) prin lucririle remarcabile ale lui G.Cantor, R.Dedekind si K.
Weierstrass in a doua jumatate a sec. XIX.

Demonstratia irationalitdtii lui J2 o cunoaste orice elev din clasa a VIII-a a scolii
gimnaziale aga cum se face In ELEMENTELE lui Euclid, care secole de-a randul au reprezentat
manualul dupi care se invita matematica in scoala.

In Primele Analitice ale hai Aristotel, care este anterioara ELEMENTELOR, acesta face
afirmatia urmatoare: ,,a presupune diagonala p&tratului comensurabild cu latura, revine la a confunda numerele
pare cu cele impare”. Sa justificim aceastd afirmatie a lui Aristotel. Se stie ci pythagoricienii, cu cinci
secole inainte de Hristos, au fost primii care s-au interesat intr-un mod asa de precis de distinctia
dintre par si impar in randul numerelor naturale si au stabilit clase de numere pare. Astfel, ei au
stabilit ¢4 existd urmdtoarele clase de numere pare:

P, = {2, 6,10,14,18,22, 26,............. } = pare 0 datd
P, = {4,12, 20,28, ..., } = pare de dond ori
P, ={4,24,40,.....cccccccevvmmrirnrinnn, } =pare de 3 ori

.Pk :{Zk |k el } =pare de & ori

Rezultd ci orice numir natural este de forma: 2¥ (2r+1) cu k,re {0,1, 2,...}. Evident cd daci

k =0, obtinem numerele impare. Si acum presupunind P2 = P avemca: P_ 2 & p? =2q°
q q
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luind p= ¢ (2r+1) si q=2°(2n+1), obtinem: 2% 2r —i—l)2 = 225+1(2n +1)? ceea ce Inseamni ci
2k =2s+1 (un numir par este egal cu un numir impar < absurd).

Deci ecuatia diafantict. p2 - 2q2 =0 nu are solutie, diferitd de solutia banala, in [ .

Folosind #eorema fundamentald a aritmeticii (orice numir intreg este produs de numere prime)

. . . T SV < A A L . 2
afirmatia lui Aristotel se justificd iardsi imediat: in descompunerea in factori primi a lui P°, fiecare
. . s . . . A . 2
din factori este ridicat la o putere pard §i suma exponentilor care apar in descompunerea lui )
< A . A . 2 N o .
este un numir par, pe cind suma exponentilor in descompunerea lui 20° este in numar impar,

ceea ce face ca egalitatea p2 = 2q2 s fie imposibilt.

Observatie: Aceasta demonstratie se poate extinde imediat pentru a demonstra irationalitatea §i a
altor radécini pétrate ca: J6:. /12;~/15, etc.

Iatd acum o alti demonstratie a irationalititii lui /2, care se bazeazi pe cifra unititilor numerelor

naturale 0 si (. Presupunand ci 7 _ P cu (p,g) =1 P =ireductibild, atunci sa aratim ci
q

ecuatia p? =2¢° este imposibilt in [ . Dacd scriem P si § in baza 10 si considerdm cifrele
unitatilor lot, avem evident cifra unitdtilor unui produs este egald cu produsul cifrelor unitdtilor factorilor.
. o . S . .. CoL . 2 . . s
Deci daci # este cifra unitatilor lui [, atunci cifra unitatilor lui P~ va fi aceeasi cu cifra unititilor
.2 . 2 . L. . . co 2
lui U™, iar pentru 2q cifra unitdtilor sale va fi printre cifrele unititilor numerelor de forma 2V
unde U si V iau valori 0,1,2,....,9. De aici rezultd urmatorul tabel al cifrelor unititilor posibile ale

numerelor de forma U2 si 2v2.

u O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
cifra unitatilor lui

U2 ’ 0O 1 4 9 6 5 6 9 4 1
v O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

cifra unitatilor lui

22 2 8 8 2 0 2 8 8 2

Din acest tabel rezultd ci cifrele unitatilor lui u’ si 2V? nu sunt egale decat daci U=V =0 si

U=0,v=>5, cazuri excluse din ipotezi (fractia P oeste ireductibild).

q
in incheiere o observatie utild si importantd, care are ca scop de a gandi ‘rafionalitatea si in alte
aritmetici decat cea obisnuitd. Spre exemplu in ,,aritmetica modulo 7. Dupd cum se stie, aceastd

modulo 7.

Se constatd imediat ci \/—Ez?; caci B =2 (mod 7) si ci deci problema rafionalifdtii si irationalitdtii
capitd si un aspect relativ.

10
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ig propunem, stimate cititor, sa studiezi problema irationalititii lui 2 si J§ in aritmetica
obisnuitd si in alte aritmetici construite modular.
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RECENZIE!
Prof. Gratiela Calcan, Ploiesti

La finele anului 2009, in prestigioasa colectie
“Biblioteca Societitii de Stiinte Matematice din Romidnia’; a
aparut lucrarea cu incitantul titlu: “Inmvatd geometrie cu. ..

Invata geometrie

mdinile tale” avind ca autori pe E.Dincili si 1. Dincild Gl
nume cunoscute si recunoscute in literatura matematicd |% mainile tale!
romaneascd de nivel preuniversitar. Traditional mainile St Pasaria

sunt folosite In studiul matematicii pentru a manevra fage Penetia

creionul (creta) si instrumentele geometrice. De data
aceasta, cei doi autori ne aratd posibilitatea de a utiliza
mainile chiar la a construi corpuri geometrice pe baza a 22
de modele, ingenios concepute, cu ajutorul carora putem s
rezolvim probleme mai dificile din geometria in spatin.
Lucrarea este alcituiti din doud pirti. Prima parte se
referd la o introducere in studiul corpurilor geometrice
unde sunt trecute in revista principalele proprietiti ale
acestora pe parcursul a 9 capitole.

Fiecare capitol se Incheie cu exercitii si probleme
bine alese si a ciror rezolvare de multe ori apeleazd la
construirea unui model.

Sunt in total 163 de probleme.

Partea a doua o constituie colectia de 22 planse (desfisuriri de corpuri geometrice) care
dau posibilitatea de a se construi diverse corpuri si sectiuni in ele. Alcituirea acestor planse de citre
cei doi autori, reprezinti in esentd originalitatea si ineditul lucrdrii, in literatura romaneasci de
matematicd. Lucrarea se deschide cu o serisoare-apel citre elev, in care autorii isi mdrturisesc scopul
si forma alcdtuirii cartii.

Consider aceastd lucrare ca o premiera in metodica Invatirii geometriei in spatin atat la nivel
individual cat gi la nivel de clasd, autorii demonstrand cd se poate invita matematicd (geometrie) si
cu mainile, construind corpuri, sectiuni in corpuri, unghiuri, distante etc.

Lucrarea este bineveniti si oportuna in invitimantul matematic preuniversitar i folosirea
ei la clasd va aduce o revigorare a interesului pentru matematicd a elevilor. Felicit cei doi autori
pentru efortul §i ingeniozitatea alcdtuirii modelelor precum si pentru gama atat de bogati i variatd
de lucriri pe care le-au elaborat in ultimii 15 ani pentru a usura si trezi interesul elevilor pentru
studiul matematicii.

(1=

1 invagi geometrie cu...mainile tale!, Eduard Dincild si Toan Dincild, Editura Erc Press, Bucuresti 2009
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