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O SCURTA INTRODUCERE IN LUMEA SIMETRIEI
Prof SERENELA GABRIELA RADU (Pitesti) si Prof. MIRON OPREA

Cuvantul simetrie ‘i are originea 'n antichitate Li provine din termenii greceLti sim
= drept Li metrie = mnsurn, iar, dupn celebrul matematician german Hermann Weyl (1885-
1955) are doun "nhelesuri: simetrie ‘nseamnn ceva bine proportionat (bine echilibrat), un fel de
concordanip a mai multor pnrii care se ‘ncadreazn ‘'ntr-un intreg dandu-i frumusefe, un al
doilea ‘nfeles, prin simetrie se ‘nielege simetrie bilaterali care matematic ‘'nseamnn invarianiy
la oglindiri ‘n raport cu un plan (deci invarianin la translaii Li rotaii). Astnzi cuvéntul
simetrie are o largn Li variatn semnificalie: ‘'n zarura caracterizeazn storile de echilibru (i
servelte la descrierea fenomenelor Li obiectelor ne'nsufletite, a celor din lumea animaln Li
vegetaln, la diverse reprezentnri de mnrimi matematice, a figurilor geometrice, a
cosmosului Li la universul particulelor elementare din microcosmos. Oriunde ntélnim
cuvantul simetrie presupune imvariant 'n raport cu unele transformnri. Ca de exemplu,
invarianta figurilor geometrice SaU @ obiectelor fahn de schimbarea pnrtilor lor egale prin rotatie Li
reflexii. In aceste cazuri este vorba de invarianti spatiali, iar in cazul unor fenomene,
transformnrile, 'n raport cu timpul, care sunt deplasiri Sau reflectiri ce duc la invariante
temporale. Dacn privim o floare care are 5 petale identice, zicem cn floarea e simetric,
analog repetarea 'n timp a orelor, zilelor sau anilor ne dn sentimentul simetriei. Arta Li
construchiile Egiptului Li Greciei antice au anumite regularitnii Li ordonnri 'n alezare care
le fac plncute, forma fulsilor de apada, fatetele unor cristale prezintn organiznri simetrice
care ‘'ncontn ochiul privitorului. Azi mai mult ca oricond fizicienii, chimiLtii,
matematicienii, astronomii, biologii, medicii, inginerii, arhitechii, artiLtii plastici,
compozitorii Li chiar Li filozofii se servesc 'n activitatea lor de simetrie pentru cn intreaga
naturd ne oferd forme si comportari simetrice. De aceea omul cautn sn imite natura, simetria fiind
unul din cele mai ascutite instrumente pentru descifrarea ei. Existn numere care 'n scriere
Li citire (de la stonga la dreapta Li de la dreapta la stonga) sunt invariante: 37873;...., de
asemenea, cuvinte care au o simetrie ('n scriere Li citire) ca minim, sau chiar propozilii
simetrice: ,,Introducere in simetrie. Simetrie in introducere”. Astfel de cuvinte sau propoziii au
fost descoperite ‘n Lcoala din Alexandria ‘'n sec.111 .H. Li se numesc palindromuri. Din cele
afirmate mai sus rezultn cn existn o adevnratn lume a simetriei, iar noi ‘'n aceastn succintn
introducere dorim sn prezentnm cititorului o razn de luminné care sn-i deschidn drumul
cntre aceastn lume. Mentionnm cn ‘'n ultimii 50 de ani cele mai multe premii Nobel
(pentru domeniile care se acordn) le-au obhinut rezultatele cercetnrilor care au avut "ntr-un
anumit mod legnturn cu simetria.

Imaginile din figurile de mai jos ne aratn céteva exemple de simetrie din naturn Li

din artn.
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Din punct de vedere istoric, simetria a apnrut la figurile (obiectele)
geometrice Li de aceea Li noi 'n prezenta introducere vom pleca de la
ala-zisa simetrie geometrica (Care invariaza = mentine forma Li marimea) cu
menfiiunea expresn Cn ‘N stinta contemporand aceastn noliune este mult
mai generaln Li este stréns legatn de fenomenul Li obiectul concret
studiat, atingand structura sa. Tn geometrie, simetria este 0 zransformare geometrici care duce
un punct Tn alt punct, 0 dreapza 'n altn dreapta, un plan n alt plan, 0 figird geometrica 'n altn figurd
geometricd, Un corp (In general geometric) in alt corp, astfel cn se mentin (invariazn) unele
caracteristici (formn, mnrime, orientare etc.) i ‘n obiectul (figura) transformaty.

Tn octombrie 1872, un tannr german de 23 de ani, Felix Klein, urcn la tribuna
marelui amfiteatru al Universitntii din Erlangen (Germania), putin intimidat, pentru a
pronunha discursul snu inaugural de nou profesor, ‘'n fala unui auditoriu de stroluciti
matematicieni. Discursul trebuia sn se refere la intentiile Li modul cum "niielege sn predea
geometria studentilor. Era deci, ‘ntr-un fel, un adevnrat examen (public) pentru candidat,
mai ales cn subiectul Li-l alesese singur Li reprezenta Li directia cercetnrilor sale 'n cadrul
universitniii. ¢n saln era i prietenul snu, celebrul matematician norvegian Sophus Lie
(1842-1899), creatorul instrumentului matematic pentru abordarea cercetnrilor
preconizate de Klein. Subiectul conferintei anuntiat de Klein
este: ,,Consideratii ~ comparative —asupra  cercetarilor  geometrice
moderngd, subiect Locant Li dificil pentru cn apnruse deja
geometriile neeuclidiene iar geometria proiectivi "Li atinsese punctul
culminant.

De la primele fraze Klein capteazn atenfia
auditorului, dupn care plonjeazn cu pasiune Li entuziasm 'n
subiect. Era un discurs fantastic asupra geometriei,
revolutionar ‘n adevnratul sens matematic. Nimeni, de la
Euclid, nu a venit cu idei attt de noi, care ‘ntradevnr aduceau
un nou mod de a ‘nielege geometria. Acest celebru discurs a
rnmas ‘n matematicn ca Programul de la Erlangen Li s-a dovedit
extrem de eficace pentru cn a dus la o dezvoltare Li ‘nflorire
a geometriei Li chiar a matematicii nemai'nt®lnite pénn atunci.
Ba chiar, acest program al lui Klein a avut repercursiuni benefice Li revolutionare 'n multe
domenii ca: arta (picturn, sculpturn,...) literatura, poezia, muzica etc. care au adus o noun
viziune asupra culturii, prelungindu-se pe ntreg secolul XX. Discursul nu s-a publicat
imediat, ci dupn circa 20 de ani, iar ‘'n limba rom@nn el a fost tradus de abia 'n 2008, iar
primul romOn care a pntruns 'n taina noilor idei din acest program a fost celebrul
matematician (Li poet) Dan Barbilian (Ion Barbu) 'n deceniul al treilea al sec. XX.

Dupn cum se Ltie, Euclid se interesa de obiecte (puncte, plane, drepte, cercuri,
triunghiuri, poligoane,...); Klein mutn atentia Li obiectivul pe zransformdrile care deplaseazn
obiectele, care le metamorfozeazn ‘n plan Li ‘'n spaliu. Aceastn idee genialn a lui Klein
fusese deja pregntity de geometrii secolului al XIX-lea, care au descoperit Li au dezvoltat
mai mult sau mai pubin geometriile neeuclidiene. Klein a explicat ‘'n discursul snu cum
toate aceste geometrii se organizeazn grahie grupurilor de transformnri care le sunt
caracteristice. Una din aceste transformnri este Li simetria care, ala cum am arptat i mai
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‘nainte, a avut Li are un impact deosebit asupra cercetnrilor Ltiintifice pe tot parcursul sec.
XX Li poate Li 'n continuare. latn, 'n mod telegrafic, ce ‘nielegem Li de fapt ce este
simetria in matematicn:

1. Dacn  Leste 0 relatie binard definitn pe multimea M, se zice cn & Leste simetrici

sdacn X Uy ce'y & De exemplu: relalia de egalitate in \ , de congruenta, de paralelism, de
perpendicularitate etc. sunt relatic simetrice.

2. Dat fiind un punct O fix (in plan { \? sau 'n spatiu { \*), oricorui punct
M, facem sn-i corespundn punctul Mj, a.".: &) M, O, Mi sunt coliniare; b) MO=0OM’.
cn acest caz zicem cn am definit o siwetrie centrald (de centru O), pe care 0 notnm

S . Fiecare punct din \?sau \ *determinn o simetrie centraln, iar compusa unui numnr

par de simetrii centrale este 0 translatie, pe €ONM compusa unui numnr impar de simetrii
centrale este o simetrie centraln. Se aratn foarte ulLor cn multimea simetriilor centrale i a

translatiilor din \*sau \* gormeazd grup in raport cu compunerea lor (Cititorul este invitat sn
ncerce demonstrafia acestei teoreme).
Evident cn putem acum sn oblinem simetricele unui segment de dreaptn, unei

drepte, unui unghi, unui triunghi, poligon, cerc, etc. sau in \3, simetricele unui poliedru,
unei prisme, piramide, con, cub,...etc. Existn o serie de proprietnii esentiale care se
transmit prin simetria centraln de la figura (corpul) F la figura (corpul) Fi.

¢n ipoteza cn \?sau \ *sunt raportate la un reper cartezian ortogonal, atunci

M X,y,zse transformn 'n M’ X,y,Z astfel cn dacp O XY, Z atunci
X % XY % ¥Z g
Fiind datn o dreaptn (d) 'n \®sau \?®, definim simetria in raport cu (d),
transformarea care face ca oricnrui punct M sn-i corespundn punctul Mg, a.".:
a) Mi se gnselLte "n planul definit de M Li (d)
b) dreapta MM este perpendicularn pe (d)
c) punctele M Li Mi sunt egal depnrtate de (d).

Aceastn simetrie se numelte simetrie axiali sau ortogonali sau de reflexie (oglindire) Li se
bucurn de o serie de proprietnii. O figurn F se zice cn are simetrie axiali, dacn conhine o

dreaptn, care o ‘mparte 'n doun pnrti, astfel rotind cu 180° oricare din pnrii se suprapun
peste cealaltn.
De exemplu: |

Dacn considernm un plan S« \ *[i facem ca oricprui punct M« R*sn-i corespundn
punctul M’, astfel incét:
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ay MM"A S
b) punctele M Li Mi sunt egal depnrtate de S,

zicem cn am definit o simetrie in raport cu un plan (numit plan de simetrie). Ki aceastn
simetrie se bucurn de o serie de proprietnii. Dacn S {planul xOy din reperul Oxyzla

care e raportat \°, atunci dacn M X, y,z; M" X, y, z . Figurile (corpurile) care au

un plan de simetrie se zic simetrice (omul are un plan de simetrie care trece prin nas,
printre cei doi ochi etc., o sfern are o infinitate de plane de simetrie, cubul, cilindrul, conul
circular drept etc.). De subliniat cn simetriile axiale Li cele 'n raport cu un plan nu
formeazn grup.

Ideea de simetrie o ‘'ntOlnim Li ‘'n algebrn, ‘n analiza matematicn, iar aparatul matematic cu
care se studiazn simetria este teoria grupurilor care a apnrut Li s-a dezvoltat in sec. XIX.

Intdlnim 'n algebrn matrici simetrice (unde &; @, polinoame simetrice de mai multe

nedeterminate, functii simetrice €tc. Ciielegerea Li promovarea ideii de simetrie ‘n gondirea
matematicn ascute instrumentul matematic Li de multe ori sugereazn chei pentru rezolvnri
de probleme n multe situanii complicate. Multe mistere ale geometriei lumii noastre pot fi
‘nielese Li descifrate prin simetrie. ¢n ‘ncheierea acestei telegrafice introduceri 'n lumea
simetriei, propunem cititorului sn reflecteze asupra urmntoarelor chestiuni:
1. De ce ‘mbrpcnmintea bnrbatului Li a femeii au nasturii pe pnrii diferite 'ncét nu
pot fi schimbate ?
2. De ce inima apare ‘n dreapta cOnd ne privim ‘n oglindn, pe cOnd 'ntr-o pozn
apare 'n stonga (ala cum de fapt este) ?
3. De ce oglinzile inverseazn adrmpm 5 stinga® i nU &sus 5 jos™?
Pentru aprofundare invitpm cititorul sn ia ‘'n considerare un studiu temeinic a unor lucryri
n limba rom@nn asupra simetriei. ¢l asigurnm cn va cbltiga o noun viziune asupra
matematicii Li chiar Li asupra lumii.
1) Dumitru Smaranda, Nicolae Soare: ,,Transformdiri geometrice’(Ed. Academiei
RomG@ne, Bucurelti 1988)
2) Constantin lonescu Bujor: ,,Elemente de transformiri geometrice” (Partea ntai)
(Biblioteca Soc.de Ltiinte mat.;Buc.1958)
3) Dorin Popescu, Constantin Vraciu: ,,Elemente de teoria grupurilor finite”
(Ed.ktiinhificn, Buc. 1986)
4) Mario Livio: ,,Ecuatia care n-a putut fi rezolvard6, (Humanitas, Bucurelti 2008)
5) Tiberiu Roman: ,,Simetriaé (Ed. Tehnicn, Bucurelti 1963)
6) Florica CAmpan: ,,Povestiri cu proportis i simetrii”, (Ed. Albatros, Bucurelti 1985).
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SIMETRIA -O STRATEGIE TN REZOLVAREA PROBLEMELOR
I0AN DANCII.A, BUCURESTI

La Tnceputul secolului al XX-lea, celebrul matematician G. Ploya situa printre
cele 21 de strategii de rezovare a unei probleme Li pe cea care indicn utilizarea simetriei. Tn
geometrie, simetria implicn corespondenta dintre puncte pnstrénd forma Li dimensiunile
figurilor. Este vorba despre actiuni de translafie, rotire, rostogolire care aranjeazn tipuri
de simetrii.

¢n algebrn, ‘nt@Inim situanii de simetrie azunci cOnd valorile pot fi schimbate "ntre
ele, dar rezultatul rpm@ne acelali. Palindroamele Li polinoamele simetrice sunt doun exemple.

Tn rezolvarea unei probleme de geometrie, strategia de utilizare a simetriei este
sugeratn de urmntoarele indicii:

-problema include transformnri;

-simetria limiteazn numnrul de cazuri ce ar trebui luate 'n considerare;

-desenul are sau ,,cere” simetrie.

Vom ‘ncerca sn punem ‘n evidenha situanii ‘n care recursul la simetrie devine
important dacn nu esential:

L. Multd vreme pe tichetele de antobuz, 5i tramvai era desenat un caren de 3X3 cdsute, dispus in
corespondentd cun aparatul de compostat din mijloacele de transport in comun. Se realiza validarea unui
tichet prin executarea a 4 saun 5 ganri in acest caren. In care dintre cele doni cazuri cu 4 sau 5 gduri
numidrul variantelor este mai mare?

O singurn observatie, legatn de simetria situatiilor ne duce la rspunsul corect. Cond sunt
perforate 4 dintre cele 9 cnsutie rnm0n 5 neperforate, iar cond sunt perforate 5 rmon 4
neperforate. Existn aladar o anumitn simetrie ‘ntre cele doun tipuri de perforpri Li
rnspunsul este: numnrul variantelor cu ,,4i este egal cu numnrul variantelor cu ,,5”

2. Care este mai mare, NUMdru/ numerelor palindromice din multimea numerelor naturale de 5 cifre sau
numdrul numerelor palindromice din mulfimea numerelor naturale de 6 cifre?

Nu este nevoie de nici un calcul. Numerele de forma abcba sunt in tot atatea variante

distincte ca Li numerele abccba.
Cunoalterea simetriei figurilor geometrice se dovedelte beneficn ‘n studierea strategiei
coLtigntoare.

3. Doi copii an cumpdrat o tabld de ciocolati aledtuita din 6X9 bucitele. Convin sd rupd pe rind,
fiecare, o bard aledtnitd dintr-un rind de bucdtele. Cum trebuie sa rupd prima bard, cel care incepe,,
impdrtirea” astfel incit sd isi asigure mai multe bucdtele decit partenernl siu?

Dacn numai Incomia ‘i va determina actiunea, primul copil va rupe pentru inceput cea mai
lungn barn posibiln de cOte 9 bucniele.GreLit! celnlalt copil va repeta gestul snu Li ‘n final
va obfine 3 bare de cOte 9x1 bucntele. Dacn ‘nsn actiunile ‘i vor fi determinate de
cunoLtinie de geometrie ‘n general Li de cunoltinie de simetrie 'n
particular, primul copil va rupe la ‘nceput o barn de 1x6.Rnm@ne din
dreptunghiul inibial un dreptunghi de 6x8( cu doun axe de simetrie).
Aceastn situaliie i va permite ca repetond de fiecare datn acliunea
partenerului sn asigure ‘mpnrhirea tablei rnmase 'n cOte 24 de bucnhele
pentru fiecare. ¢n plus el are o bucatn initialn de 1x6.
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4. Piciul 5i Piticul an impartit un tort circular prin doud taieturi perpendiculare( care nu trec prin centrul
tortului). Piticul a ales cea mai mare si cea mai mica dintre bucdti, iar celelalte doud parti le-a luat
Piciul. Ardtati cd alegerea facutd de Pitic 7i este avantajoasd.

Conform alegerii, Piticul a lut bucnhile 1,5,6,8,9 iar Piciul bucnhile 2,3,4 (i 7. Cum 'n
perechile simetrice 1 cu 3, 6 cu 4, 8 cu 2, Li 9 cu 7 bucntile sunt egale, ‘nseamnn cn Piticul
este avantajat cu bucata din centru, bucata nr.5.

S. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, cu diagonala AC ca diametrn. Sd se arate cd proiectiile
laturilor AB s5i CD pe diagonala BD sun congruente.

Fie AiB proiechia laturii AB pe diagonala BD, iar DCi proiechia lui CD
pe aceeali diagonaln. Cu O notnm centrul cercului iar cu M proiechia
lui O pe BD. Evident M este mijlocul coardei BD, OM fiind
coniinutn ‘'n diametrul perpendicular pe BD. Fa de acest diametru
perpendicular 'n M pe BD, punctele B Li D sunt simetrice, deci
BM=MD Li MAi=MCi( AAi Li CCi sunt drepte simetrice). Cum Li
diferntiele MB-MA Li MD-MCi sunt egale rezultn cn BAi=CiD.

6. Se dan doud drepte distincte Ay i d,0u m((d;d) 45°, concurente in D
gi un punct A * A, Gasiti pe Ay un punct M i pe d, un punct N, astfel incat

suma AM+MN sd fie minina.
Cristian Bergthaler, Germania

Dacd pogitia punctului pe Q, ar fi cunoscntd, cea mai scurtd distantd de la M la
d, ar fi perpendiculara din M pe d, . Fie MN, N o d, aceasti perpendiculari.
Dacd construim simetricnl lni O, fatd de O, si lucom in C perpendiculara din M
pe dy atunci conform proprietitii bisectoarei (aici d,)a unghiului format de
dreptele d, 7 d; :AM+MN=AM+MC. Suma AM+MC este minima cind
punctele AM,C sunt coliniare si AC este minim, deci AC Ads. Aysadar

pentru determinarea puncelor M si N se construieste simetrica O, a dreptei d

fatd de d,, apoi din punctul A perpendiculara AC (C « d,) care taie pe d,

in punctul M. Din M ducem perpendiculara pe d, care o taie in N.

1. Dond localititi Asi B sunt situate de o parte si de alta @ unui rau ca in
desenul aldturat. Cele dond orase wrmeazd sd fi legate printr-un pod CD,
perpendicular pe rau, asfe/ incat lungimea drummlui de la A la B sd fie (ka
mai scurtd posibili 5 rezolvarea ¢i, utilizind simetria, ‘(i gnselte o
generalizare 'n spahiu 'n urmatoarea problemn.

8. Fie Ly Edoud plane paralele, iar A 5i B dond puncte in spatin. Sd se
determine punctele M « L5 N - £ astfel 'ncOt suma AM+MN+NB sn

fie minimn. Vom discuta doar 'n cazul ‘n care A se afln ‘ntre planele LLi ELi punctul B

6
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este situat de cealaltn parte a planului  £'n raport cu punctul A. Fie d distania
dintre planele LLi E. Construim A’ simetricul lui A fam de planul LLi

punctul B’ situat pe perpendiculara din B pe planul Ela o distanin d de
punctul B.Dreapta AiBi "ntieapn planul LC'n Q. Proiectim 'n P punctul Q
pe planul E. Se observn cn PQEWBBi Li PQ {BB’ deci BB'QP este
paralelogram ala cp BP=QBi. Cea mai scurty linie frontn AMNB se
realizeazn cond avem simultan MN=d, iar AM+NB este egalp cu
segmentul A'B’; deci cind {M}=A'B'~ L Li N este piciorul
perpendicularei din M pe planul L. | B
9. Care este numprul maxim de piese de forma (vezi figura) care pot fi
aranjate ‘n pntratul alpturat farn sn se suprapunn ? Solulia &4 piesed este
destul de vizibiln pentru un ochi format.

¢n finalul articolului vom propune doun probleme cititorului. | ||
10. Cu centru ‘n verful pntratului MNPQ, cu latura de 5 cm se construielte un pntrat de
laturn 3 cm. Desenatorul a uitat sn precizeze ‘nclinarea unei laturi a pntratului construit
fatn de o laturn a pntratului MNPQ. Aflaii suprafaa comunn a celor doun pntrate.

11. Pe diametrul AB al unui cerc de centru O se ia un punct C » (OA) Li pe circumferinin
punctele M [ N situate de o parte a dreptei AB astfel incét
(ACN {( ACM Demonstralii cn CM=CN.

Bibliografie

*** Colectia Gazeta Matematica 1964-1980

N.Agahanov, O.Podlipski : Olimpiade matematice rusesti, Ed.Gil, 2004

lToan Dancild. Matematica gimnaziniui intre profesor si elev, Ed. Aramis, 2001
Eduard Dancila, loan Daéncild: Matematica serveste ! EQ.ErC Press, 2007

UWLDWL F

% Cntemeietorul logicii ca Ltiintn a fost marele savant al antichitnhii Aristotel ?
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ASUPRA CALCULULUI UNOR UNGHIURI TNTR-O PIRAMIDA
REGULATA
PROF. OPREA DUMITRU, Scoala Dragodenesti
PROF. MIHAI MADAILIN AUREL

¢nspatiu \* dupn cum se Ltie sunt mai multe tipuri de unghiuri: unghiul dintre

2 drepte, unghiul dintre o dreaptn Li un plan, unghiul dintre 2 plane (unghi diedru), dintre
3 plane care au un punct comun (unghi triedru), unghiuri poliedre etc.

Astfel de unghiuri gnsim "n orice poliedru, iar calculul lor se face de la situanie la
situafiie. ¢n cele ce urmeazn ne propunem sn exemplificnom modul cum se calculeazn doun
unghiuri in cazul unei piramide regulate.

1. Aflarea unghintui dintre 2 fete laterale opuse:
Fie fetele laterale opuse (VAF) Li (VCD) ale piramidei hexagonale regulate VABCDEF
(Fig.1) Li ne punem problema aflnrii unghiului diedru ale cyrei fete sunt (VAF) Li (VCD).

Soutie: Fie a VAF  VCD;
Cum AF &D & LiVN A a;VM Aa

rezulty (  VAF , VCD  ( VM, VN ( MVN
in +ABCcuVM VN g MN 23 i

h VO AMN,
avem
VN VMsi MVN
V ¥MN MN VO sin ( |
2
o 2h
Deci sin (VMN .

p
2. ¢n piramida hexagonaln regulatn VABCDEF (Fig.2)
sn aflnm unghiul dintre fefele laterale (VAF) Li (VBC).
Solutie. In hexagonul ABCDEF, avem

'H AF BC (i +ABH echilateral. De
asemenea se observn cn  OABH=romb; deci T4 N\
AB AOH i AB OH 'Q. : A H

Din

3 -VBCsiVe VAF si VBC sik VAF"h'_’/4 VAF VBC V.
Obsevimcn: ¥AH ¥BHY (AVH (BVK

Ducem AP AVH (i observom cn:

+AVP BVPY ( APV ( BPV 90°Y BR VL
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De asemenea avem:

VAF VBC VH?©°
AP AVH; AP « VAF °Y ( VAF, VBC ( APBP( AF

BP AVH; BP « VBC p,
In #OH,avem (O 90°%VO HhOH 23, Liputem calcula ipotenuza VH. Se
observn cn VP AAP, VP ABP YVP A APE cu

Vv
QPC APB; rezultn VP AQP (i deci QPHN. 1in Fig. 3
A OH (Fig.3) avem QP AVH L[ideci +HPQ HOV.
Scriind Lirul rapoartelor egale: @ H—Q i:, se poate calcula p
VO VH HO

QP . : : ~ 0 Q H
Din AP { BP Li PQ=mediana lui AB, rezultn PQ AAB. In
+APQ cu (Q 90° putem afla latura AP.

y AP "BPRsin ( APB . y
Deci V +APB PQ AB 5 ( Y sin (APB %

Principiul lui Dirichlet
Motto: &Dacn punem Lapte iepuri ‘n trei culti, cel pubin una
va confline mai mult de doi iepuri”
G. Dirichlet

Acest principiu foarte simplu, numit uneori ‘n literatura de specialitate dal cultilor de
porumbeié este nejustificat neglijat ‘'n matematica elementarn. El este indispensabil in
modelarea gandirii matematice a elevului de gimnaziu. Matematic, acest principiu se
exprimn astfel: dacn avem s>»r+7 obiecte plasate in m cutii, existn cel pubin o cutie care
conliine q=>r+17 obiecte.

Probleme

1. Fie 1000 de numere naturale distincte cu suma 1 000 998. demonstrali cn printre ele se
afln cel puhin doun numere impare.

2. In interiorul unui triunghi echilateral cu latura de 3 sunt situate 10 puncte. Sn se arate cn
existn cel putin o pereche de puncte a cnror distanin dintre ele este cel mult egaln cu 1.

3. Tntr-un acvariu cu dimensiunile de 2 dm x 3dm x 5 dm sunt 31 de peLtiLori. S se arate
cn 'n orice moment existn doi peltiLori ‘ntre care este o distantn mai micn de 17,4 cm.
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Axioma supliment matematic-nr.33

NAPOLEON SI ... GEOMETRIA ...
1I0AN DANCII.A, BUCURESTI

Motto:6cnaintarea Li perfectionarea matematicilor sunt intim
legate de prosperitatea statului”
Napoleon |

S-au scurs aproape doun secole de cOnd doi dintre cei
mai mari matematicieni francezi ai acelor vremuri aveau sn
exclame uimini:

- Majestate, trebuie sp vn mnrturisim cn ne-am fi
alteptat la orice din partea unui ‘mpnrat, ... mai putin la o lechie
de geometrie !

lar cel care reulise sn-i uimeascn pe cei doi, nu era altul
decOt viitorul ‘nvingntor de la Austerlitz, Jena, Friedland,
reorganizatorul L[i constructorul Franiei postrevolutionare,
intrat ‘'n conltiinta concetntienilor sni Li ‘n istoria lumii sub
numele de Napoleon I.

Protector al artelor Li Ltiintelor, Napoleon | iubea mult
matematica. latn ce proprietate descoperise el Li o prezenta
cu emonie celor doi matematicieni:

aDacn ABC este un triunghi oarecare, iar M,N,P k
puncte Tn planul triunghiului astfel incéat triunghiurile ABN,
ACM Li BCP sunt echilaterale Li exterioare triunghiului dat,
atunci centrele acestor triunghiuri alcntuiesc un triunghi
echilateral”.

Dupn campania din Italia, cel care avea sn-l
impresioneze prin ulurinia cu care rezolva problemele de
geometrie, pe insuli marele geometru Gaspard Monge, le-a
propus matematicienilor francezi probleme de construchii geometrice numai cu rigla sau
numai cu compasul.

Acolo, 'n Italia, 'n timpul dintre doun bntnlii, citise cartea matematicianului L.
Mascheroni ,,Geometria del Compaso”. Imediat Li-a pus problema:

Cum "‘mpartiim ‘n patru pnri congruente un cerc dat utilizOnd numai compasul ? \

Ki a rezolvat-o surprinzadu-Li ‘'ncn o datn contemporanii.

latn o altn problemn pe care Napoleon ar fi rezolvat-o, suntem siguri, cu uLuriniy:

,Utilizbnd numai rigla negradatn sn se ‘mpartn o diagonaln a unui paralelogram
dat 'n trei pnrii congruente.6

Dar dumneavoastrn ?
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