CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
« PETRU MOROSAN- TRIDENT »
“MEMORIALUL MIRCEA GANGA”
EDITIA a VII-a, SECTIUNEA B (M, ), BRAILA, 06-08.11.2009

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a IX-a
Problema 1:

Se considera urmatoarele multimi de numere:
Az{XeD ‘x:a2+3a+20,aeD } si Bz{XeD ‘x:b2+3b—16,beD }

Sa se determine ANB.
Solutie:

Fie x un element comun al multimilor A si B.
Rezulta ca exista cel putin doua numere naturale a si b pentru care are loc egalitatea:
a®+3a+20=b"+30-16 <= (0O—-a)(@+b+3)=36......ccciiriiiiiie e, 1p

Deoarece a,b el] , se vor rezolva urmatoarele sisteme de ecuatii:

a+b+3=36 a+b+3=18 a+b+3=12
1) ;2) ;3) ;
b-a=1 b-a=2 b-a=3
a+b+3=9 a+b+3=6
4) D) e 1p
b-a=4 b-a=6
REZOIVArea SISLEMEION ... .o e re e e e enes 2p
Doar sistemele 1), 3), 4) admit solutii in [J x[] .
Solutiile sistemelor sunt:
a=16 a=3 a=1
= X =324; = X, =38; DK =24 2p

Deci, ANB={24;38,324} .........ooooiiiiiiiiiiiiiii i, 1p
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a IX-a

Problema 2:
Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:

el

unde [a] reprezinta partea intreaga, iar{a} reprezinta partea fractionard a numarului

a.
Solutie:
Aducerea ecuatiei la forma:
X+1 X+5 | X+5
— =2 el Wt N B R 2p
2 2 2
S x+l :x+5—2[x—+1+2
| 2 2
& X—+1 =X+5-4-2 X—+1 <3 X—+1 =X+1....... 2p
2 ] 2 | 2
x+1] x+1 x+1 x+1 x+1
= = = < < +1
2 | 3 3 2 3
Rezolvarea inecuatiilor (—L < X <D Yoo o 1p
X+1
Se noteaza = k, k el ,care inlocuit in relatia —1<x< 5, implica

k e{O,l},de unde Xe{—l, 2} ....................................................... 2p
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a IX-a

Problema 3:

Daca intr-o progresie aritmetica de numere naturale exista un patrat perfect, sa se
arate ca exista o infinitate de patrate perfecte.

Solutie:

Fie progresia aritmetica (a,) _, cu termenul general: a, =a, +(n—1)r,n > 2 si patratul
perfect: a, =a%, Kk e{L,2,3,....,N} oo 2p
AVEM Gz 87 4 T(N-K) e 2p

Alegem n astfel incat n-k = 2an + rm”* siavema, = (a +rm)* neN................... 3p
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a X-a

Problema 1:

Fie numerele reale a = log,12, b = log,,24 sic =log,,168.

a) Calculati log,7 in functie de a si x =log, 2.
b) Calculati ¢ in functie deasib

Solutie:

log,12

2) Fle A= ——

g, 7

3x+1

) T

2x+1
_1-b
2b-3
C_3x+1-+|og37

3+ X

Efectuarea calculelor si aducerea lui ¢ la forma : ¢
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a X-a

Problema 2:

Fie multimea A= {a+bﬁ|a,b €Q,a’ —3p? =1} .

a) Pentru ce valoriale lui acQ, z=a+15J3 € A.
b) Sasearatecd Vz,z,e A=17-2,eA

(2+2)(2+2)(272) oy, 5 e n

€) Sa se demonstreze ca

Z12223
Solutie:
a) a°—3-15° =1 deunderezultd @==26............oeiuuiiiriiiiieiiiie e 1p
b) Se verifica prin CalCUul dirECE.......cciuiiiiiiieeie et 2p
C) Se noteazd z=a—b+/3 si se demonstreazi ca : L+2,=2,+2, ,2,°2,=12,-2, ,
h = 772181 Z2EQ S Z=Z,VZ E A oo 2p
Z2 Z2

(2,+2,)(2,+2;) (2 +2,)
leZZ3

si se demonstreaza pe baza proprietatilor de

Se noteaza Z =

MALSUS €8 Z =Z <5 Z €11 eoveeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e s seee e ee st ee e s ee e ee e 2p
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a X-a

Problema 3:

Fie f:[Loo)—>1, f(x):\/x+3—4\/x—1+Jx+8—&/x—1.

Sa se rezolve ecuatia f(log, x) =1.

Solutie:

Prelucrarea lui f(x) :

A i Y i B L Y L e D 3p
2 2

EXplicitarea MOAUIBION .........c.voiieiie e 1p

Aducerea lui f(x) la forma:
5—24x-1,x€[L5)

FX)=9LXE[5,10] s 2p
2x—-1-5,x (10, +m0)

Rezolvarea ecuatiei f (log, x) =1 si determinarea lui x: X € [32,1024] .................... 1 p.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Xl-a

Problema 1

. 1 1 2 1
Se dau matricele A,B,CeMZ(R),A:[ J,B:(O ZJ,C:

-3 1

Hlw M
| —

a) Determinati matricea X = ABC.
b) Demonstrati ci X? = AB°C.
¢) Determinati matricea X",ne N”.

Solutie:
a) Prin calcul direct se obtine

b)

11
.Ap

©
Al M

CA=1,
X2 =(ABC)(ABC) = ABCABC = ABBC = AB?C ...........cooovrerriricirennen 1p

Se va demonstra prin metoda inductiei matematice ca X" =AB"C................ Ip
Calculam mai intdi B" cu Binomul lui Newton

01
B=2l,+Y,unde Y = .
00

B = 2L, + CL2™Y ot O™ e, 1p

sicum Y? =0, obtinem

2 n
B"=2"1,+C:2"Y =2"-{0 2}113

W ans(3n=8 n .

X" =2 N EN 1p
-9n  8-3n

P(n): X"=AB"C

Etapa de verificare : n=1 = X = ABC adevarata din a)

Etapa de demonstratie P(n) - P(n +1)

P(n+1): X"™ =AB™C

X" =(AB"C)(ABC)=AB"CABC = AB™'C............cccoeiii. 1p
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a Xl-a

Problema 2

Fie matricea Ae M, (Q) cu proprietatea ci det(A? —21,)=0. Sa se demonstreze
cd A>=2l,si detA=-2.

Solutie:

det( A’ ~21,) =0 <> det( A-/21, )det( A+21,)=0=
det(A—+/21,) = 0saudet( A+ /21, ) =0..ooooooii 1p
Cazul I: det(A—«/Elz)zo

det(A-+21,) =0 a_cﬁ d_bﬁ —(ad-bc+2)—(a+d)V2=0 ........2p

sicum ad —bc+2e€Q, a+d €Q rezulta

{ad —bc+2=0 {detA:—Z
o

............................................................. 2p
a+d=0 a+d=TrA=0
Cazul II: det<A+\/§I2):0
SE rateaza analog. ......ooviiii i e 1p
Se calculeaza apoi A® si folosind proprietitile demonstrate mai sus se deduce
sicd A?=2l,
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a Xl-a

Problema 3

Sa se determine parametrii reali a,b,c € R astfel incat sa fie indeplinita egalitatea

Iim(«/’x“+2x3 —axz—bx—c):O.

X—>00

Solutie:
Daci a<0= Iim(»\;’x4 +2x° —ax? —bx—c) =00 ceea Cce nu convine de unde
TEZUIA A > 0 .o 1p
In aceste conditii cazul de nedeterminare este (co—o0) si se foreaza factor
comun x2:
Iim(a\/x“ +2x° —ax® —bx—c)z lim xz[ /1+g —X—E—%J=oo(1—a)
X—>00 X—>0 X X X
Daca a=1=> limita este oo, deci nu convine, rezultd a=1....................... 2p
2(1-b)x* —(2c+b?*)x* — 2bcx —c?
Iim(»\/x4+2x3—xz—bx—c):lim (1-b) ( ) =
X X X+ 2X3 £ X% +bx+c
2 2
X{z(b_l)_m_%;_cs}
. X x> X
=lim =0 (1-b)
X—>00 2 b c
I+ +1+—+—
X X X
Daca b #1, limita este oo, deci nu convine, rezulta b=1.......................... 2p
2c ¢°
—(2c+1)x* —2cx —c? —(2c+1)-""-75
Iim(\/x4+2x3—x2—x—c):lim\/(4:)3 : = lim —— >i X" _
X" +2X" + X"+ X+C 1+7+1+7+%
X X X
e ) 2
2 2
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Xll-a

Problema 1
a 1

al
a) Sa se verifice daca 1, €G.
b) S searateca X (m)-X(n)=X(m+n+mn(a+1)),vX(m),X(n)eG.

c) Sa se determine ce conditie trebuie sa indeplineasca parametrul real m pentru ca
toate elementele lui G sa fie simetrizabile, stiind ca a = —1.

d) Pentru a=-1 si se calculeze X (1)-X(2)-...-X(p),peN".

Se considerd matricea A:( je M, (R) si multimea G = {X (m)=1,+mAlme R} :

Solutie:
a) I2=I2+O-A:X(O)EG ................................................................ Ip

b) Fie X(m),X(n)eG. Calculdim
X (m)- X (n)=(1,+mA)(l, +nA)=1, + MA+nA+mnA’

A2 =(BHD) Ao, Ip
X(m)-X(n)=1,+(m+n+mn(a+1))A= X (m+n+mn(a+1))eG............. Ip
c) Demonstramca X (m)=X(n)<m=n
X(m):X(n)<:>[1+ma m j:(1+na " jc>m=n ............................ 1p

ma 1+m na 1+n

Fie X (m)eG simetrizabil. Atunci HX(m')eGastfeI incat
X (m)-X (m)=X(m)-X(m)=1,=X(0).
X (m)-X (m)=X(0) < X (m+m+mm (a+1))= X (0) <

. . . m
om+m+mm (a+l)=0=m=-————— m=#-———,
1+m(a+1) a+1
Concluzia: X(m)eG simetizabil doar daca m;t—il .......................... Ip
a+

d) Demonstram prin inductie ca

X(a)X(a,) ... X(a,)=X(a,+a,+..+a,),VneN ... 1p

X (1)X (2)o X (p) = X (1+2+...+ p)=x[p(p+l)} PN o Ip
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Xll-a

Problema 2

Pe multimea M =(0,+o0) se defineste legea de compozitie

Xy =ed™ P \yx vy e M, asib fiind numere reale nenule iar e baza logaritmului

natural. Determinati parametrii a si b astfel incat legea de compozitie sa fie asociativa si

comutativa.
Solutie:
Din comutativitate rezulta
alnx—bIny=alny-bInx<(a+b)(Inx-Iny),vx,yeM
Rezulta b=-a si x*y=(xy)"

Din axioma asociativitatii se obtine

((xy)a z)a :(x(yz)a)a VXY ZEM el
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a Xll-a

Problema 3
x-arcsin® x

e

Si se calculeze integrala nedefinitd | = J. xe(-11).

Solutie:

' ) ) ) 1
| =— (xfl— NG ) arcsin® xdx = —/1— x? arcsin® x + [ v1— x? -3arcsin’ x -

| =—y1—x? arcsin® x+3.|.arcsin2 xdx = —J1— x? arcsin® x+3_[(x) arcsin? xdx =

. . arcsin x
= —/1—x? arcsin® x + 3xarcsin? x—6jx AX = e

NG
I = —1—x? arcsin® x +3xarcsin’ X + GJ.(»\/l— x> ) arcsin xdx =

= —+J1— x? arcsin® x + 3xarcsin? x + 64/1— x arcsin x—6jx/1—x2~ ! dX=.......

NG

| = —1—x? arcsin® x +3xarcsin® X+ 6+1— x? arcsin X—6X+C,C€R. ...vvvvveeeeei...

dx....

.2p



